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Apres une breve introduction concernant les algebres de Clifford associees a un polynome 
quelconque, nous indiquons une metfiode systematique permettant d'en obtenir une represen- 
tation matricielle. Les matrices ainsi construites peuvent etre considerees comme une exten- 
sion des matrices de Dirac car elles permettent la linearisation d'un polynome arbitraire. 
Cette methode met en evidence deux structures fondamentales: les algebres de Grassmann 
et de Clifford generalisees. Ces dernieres permettent de definir une generalisation naturelle 
des nombres complexes et des quaternions que nous etudions. II apparait, en outre, que si on 
munit les algebres de Grassmann generalisees d'une structure differentielle, on obtient une 
algebre de Heisenberg g— deformee (ou algcbre des g— oscillateurs); celle-ci permet de con- 
struire une representation de I'algebre de Clifford du polynome x^~^y. Ensuite, en mettant 
en avant les proprietes des espaces de dimension un. deux et trois, et en utilisant I'algebre de 
Heisenberg g— dcformee, nous construisons explicitcmcnt une extension des theories super- 
symctriques, appelee supersymetrie fractionnaire d'ordre F (FSUSY). La FSUSY se trouve 
done, de ce fait, naturellement associee au polynome x^^^y. Nous appliquons alors la FSUSY 
en dimension 1, dans le formalisme de la ligne d'univers, et en suivant la methode de quan- 
tification avec contraintes, nous derivons une extension de I'equation de Dirac. En dimension 
2, il apparait que la FSUSY est une thcorie conforme connectant des champs primaires de 
poids conformes {0, 1 / F, ■ ■ ■ , {F — 1) / F) , et outre le tenseur energie-impulsion, on construit 
un courant conserve de poids conforme 1 + 1/F. L'algebre (OPE) est alors completement 
determinee, et on montre que la charge centrale est rationnelle pour F = 2 (la supersymetrie 
usuelle), 3 et 4. Puis, nous nous attachons a construire une extension non-triviale de I'algebre 
de Poincare en dimension 1-1-2. Apres avoir etudie les representations de cette algebre, on 
montre que la FSUSY en 3d est une symetrie qui agit sur des champs de spin fractionnaire 
ou anyons. Pour terminer, et ceci quelque soit la dimension, il apparait qu'une classification 
naturelle des theories FSUSY emerge en decomposant F, I'ordre de la FSUSY, en ses pro- 
duits de facteurs premiers; ainsi, une theorie FSUSY d'ordre F1F2 sera invariante d'ordre Fi 
(F2). On pent done definir des sous-systemes presentant des sous-sy metrics. 
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Introduction 



Notre interpretation des proprietes physiques des particules elementaires passe, par exem- 
ple, par une description algebrique. Le concept d'algebre devient alors intimement correle 
au comportement des particules. De ce fait, la connaissance des symetries fondamentales 
permet de mettre en avant un certain nombre de caracteristiques et de faire des predictions 
que Ton pourra confronter a I'experience. Ainsi, ce principe directeur a permis de construire 
des theories plus ou moins bien confirmees experimentalement. Etant donne que les memes 
grands principes sous-tendent ces diverses approches, on pent noter une certaine coherence 
dans la fagon dont, a partir du modele standard, on construit la theorie des cordes. 

Toutes ces descriptions ont cependant une caracteristique commune car elles sont basees 
sur des structures algebriques similaires. Les unes sont associees aux algebres de Lie et les 
autres aux super-algebres de Lie. Les premieres sont done liees a des generateurs bosoniques 
et les secondes, a des generateurs fermioniques. 

Avant que la theorie des cordes nc dcvienne une theorie susceptible de decrire les par- 
ticules elementaires, une certaine libcrtc scmblait dc mise: on recherchait, dans le cadre des 
theories de Grand-Unification, un groupc de jauge plus ou moins grand mais reproduisant 
au moins celui du modele standard, ou bien, suivant I'approchc des theories de Kaluza- 
Klein, on augmcntait la dimension dc I'cspacc-temps ou encore on imposait unc theorie 
supersymctrique, etc.. Bcaucoup dc bonnes raisons allaient dans le sens dc telle ou telle 
description mais aucun argument n'imposait une approche plutot qu'une autre. 

Avec la theorie des cordes, de nouvelles perspectives sont apparues dans le formalisme 
fondamental, et les proprietes des particules pouvaient etre comprises a partir de I'etude 
des symetries sur la surface d'univers de la corde. Autrement dit, on a, avec cette alterna- 
tive, une correlation entre la physique en dimension 2 et la physique dans I'espace-temps, 
ce qui revient a dire que la physique dans I'espace-temps est contrainte par les proprietes 
d'invariance a deux dimensions. Parallelement aux theories de cordes, une approche similaire 
s'est developpee et une description relativiste des particules, voire une theorie des champs, 
pent etre induite par une description des particules sur la ligne d'univers. On voit done que, 
suivant cette logique, les petites dimensions tiennent un role particulier. En outre, dans les 
espaces de petites dimensions, il est possible de definir des etats qui ne presentent ni les 
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caracteristiqucs dcs bosons, ni celles des fermions. Cette propriete permet done de definir 
de nouvelles structures algebriques ne reposant ni sur des bosons ni sur des fermions. On 
pent alors se poser la question de I'incidence de telles algebres sur Ics proprietes physiques 
des systemes qu'ils decrivent. Tout comme les super- algebres admcttcnt comme structures 
fondamentales les algebres de Clifford ou de Grassmann, il va falloir introduire des structures 
analogues engendrant ces nouveaux types d'algcbres. 

D'un point de vue mathematique, et independamment de toutes alternatives ct perspec- 
tives physiques, s'est developpee une generalisation dcs algebres dc Clifford ct dc Grassmann. 
Ces extensions, associees a un polynomc dc dcgrc plus grand que deux, out etc appclees 
algebres de Clifford d'un polynomc et algebres n— extericurcs. Elles permcttcnt de mettre 
en avant deux structures dc base, les algebres dc Clifford ct de Grassmann gcncralisccs. Ces 
structures pcrmcttront dc construirc dcs theories que Ton pcut comprcndrc comme dcs ex- 
tensions dcs theories supcrsymetriqucs. Dc plus, ces generalisations presentent une propriete 
intercssante: une algcbrc dc Clifford ou dc Grassmann generalisee, associee a un polynomc 
dc dcgrc nin2 conticnt une algcbrc dc Clifford ou dc Grassmann d'ordrc rii (ou 722) comme 
sous-algebre. Cette classification se repercutera au niveau dcs theories generalisant la super- 
symetrie. 

La premiere ctapc, que nous dcvcloppcrons dans Ic premier chapitrc, consistera a definir 
cette structure algebrique fondamcntalc associee a un polynome non-quadratique. On etudie- 
ra alors en detail les proprietes mathematiques de ces structures, proprietes qui nous permet- 
tront de construire des extensions naturelles des theories quadratiques (nombres complexes, 
quaternions, etc.). 

Dans une seconde etape, nous mettrons en evidence le fait que ces nouvelles algebres 
induisent naturellement une structure differentielle sur des variables non-commutatives, ou 
des oscillateurs presentant des q'— deformations, et done ouvrent des perspectives en geometric 
non-commutative ou dans les groupcs quantiqucs, oii de tels objets sont egalement definis. 
Nous n'approfondirons pas cette possibilite. 

II apparaitra alors, dans le troisieme chapitrc, que ces structures differentielles, connectees 
aux proprietes exceptionnelles des espaces de dimensions 1,2,3, vont nous permettre de 
definir une theorie allant au-dela de la supersymetrie, theorie appelee supersymetrie frac- 
tionnaire. Nous allons exploiter cette extension pour construire une theorie des champs en 
dimension 1, dans le langage du formalisme de la ligne d'univers; en dimension deux, en 
mettant en avant I'invariance conforme et en dimension 1 + 2, en relation avec les anyons, 
ou etats de spin fractionnaire. 

A la difference des formes quadratiques et des algebres .^2— graduees, 011 la structure 
mathematique est unique, des que Ton considere des polynomes de degre superieur a 2, 
tous les polynomes ne sont pas equivalents (/ et g sont equivalents si on peut trouver une 
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transformation U telle que f{x) = g{Ux)), et done de grandes classes de theories sont 
alors envisageables. De ce fait, d'un point de vue formel, il est bien evidemment primordial 
d'ctudier ce type de theories ainsi que de mettre en evidence les concepts de base qui perme- 
ttent de construire des extensions de la supersymetrie. En effet, potentiellement, a chaque 
famille de polynomes, et pour chaque representation de son algebre de Clifford associee, 
une extension des theories supersymetriques est envisageable. La FSUSY, quant a elle, est 
etroitement relice au polynome x^~^y (ou a I'algcbre de ffeisenberg g— deformee), et a sa 
version classique, I'algcbre de Grassmann generalisce. II est cgalement important de pouvoir 
etudier les consequences physiques que ces generalisations impliquent. 

Enfin, une approche algebrique generale pent, peut-etre, mettre un peu d'ordre devant 
le foisonnement des idees ayant permis d'aller au-dela la supersymetrie. 



8 CONTENTS 



Chapter 1 



Extensions des Algebres de Clifford et 

de Grassmann 

La theorie des nombres a toujours ete un sujet riche et fascinant, particulierement lorsque 
celle-ci est sous-tendue par le concept d'algebre. L'importance de la notion d'algebre, tant en 
physique qu'en mathematique, n'est en effet plus a demontrer. Ainsi, par exemple, on peut 
noter le role central des algebres dans la description des symctrics des lois de la physique. 
Poussee a son paroxysme, cette idee a conduit du modclc standard de la physique des parti- 
culcs a la theorie des cordes, en passant par les theories de Grand Unification ou les theories 
dites supersymetriques. Toutes ces descriptions ont cependant une caracteristique commune: 
en effet, les relations de fermeturc dcfinissant la structure mathematique de ces groupes 
de symctric sont toujours dcfinics a partir de relations bilineaires (commutatcurs ou an- 
ticommutatcurs). La raison profondc de cette propriete remarquable provient du fait que 
les operateurs de la symetrie agissent sur un espace muni d'une metriquc i.e. d'une forme 
quadratique. C'est pourquoi les formes quadratiques ont ete amenecs a jouer un role cssentiel. 

Historiquement, lors de la construction des differents types d'algebres, le theoreme d'Hur- 
witz (1898) a limite de facon drastique les extensions possibles des nombres reels. En effet, 
si on munit une algcbrc A d'une norme, on ne peut construirc que quatrc algebres sans 
diviseurs de zero et dont le produit des normes est la norme du produit pour tout element 
de A : les nombres reels, les complexes, les quaternions et les octonions. La prise en compte 
de structures mathematiques plus generales necessite que Ton abandonne au moins I'une des 
conditions de validite du theoreme d'Hurwitz. 

Parmi les extensions qui ont joue un role crucial, on peut relever les algebres dites de 
Clifford ou de Grassmann. Ces deux extensions sont definies prima a partir de relations de 
fermeture quadratiques, et secundo sont associees a un polynome quadratique, comme nous 
allons le revoir ci-apres. De ce fait, bien que les conditions de validite du theoreme d'Hurwitz 
aient ete relachees, ces generalisations presentent des similarites avec les quaternions, elles 
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en constituent done une extension (on note I'algebre engendree par p generateurs) 

m — >€ — > IH — > >ci 

dans le sens oil les reels (resp. complexes et quaternions) s'identifient a (resp. C2, C|) c'est- 
a-dire sont engendres par (resp. 1, 2) generateur(s). Notons Ti,i = 1, ■ ■ ■ ,p\es p generateurs 
de Cf. lis sont soumis a la contrainte suivanteQ 

p 

Ces structures algebriques sont associees au polynome quadratique S2{x) = 1] = 

i=l 

J2 ^i^i ) et sont a la base de I'operateur de Dirac ainsi que de la representation spinorielle 
de~SO{p). 

Les algebres de Grassmann, quant a elles, se construisent a partir des algebres de Clifford 
— Gl 



V2 



r>iP a' i^i+p 

Pour un espace Euclidien, 6i et 6[ sont conjuguees I'une de I'autre. II est facile de verifier que 
Ton a 

{^.,%} = 




Les deux premieres relations constituent la definition de I'algebre de Grassmann et nous mon- 
trent qu'une telle algebre est associee au polynome nul, vu en tant que polynome quadra- 
tique car ( f2 ^i^i I = 0. La derniere nous montre explicitement que les deux series de 



\i=l 

variables constituent en fait des oscillateurs fermioniques et done permettent de construire 
la representation spinorielle a partir d'un vide de Clifford annihile par les a (oj = ^j, a\ = 6[). 

Comme nous I'avons rappele, les algebres de Clifford et de Grassmann sont sous-tendues 
par des formes quadratiques; en outre, ces structures algebriques admettent une structure 
^2~graduee, et apparaissent naturellement dans les theories supersymetriques (oil les bosons 



^ Sricto sensu, il faudrait tenir compte de la signature de la metrique, mais cela ne change en rien la 
discussion. 
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sont pairs et les fermions impairs). Ceci nous suggere la prise en compte d'algebres associees 
a des polynomes homogenes de degre n et admettant une structure graduee. Cependant, 
il existe une difference essentielle entre les polynomes quadratiques et ceux qui ne le sont 
pas. Les premiers, quand n = 2, sont toujours equivalents au polynome x\ + x\ + ■ ■ ■ (modulo 
le nombre de signes plus et moins), alors, pour les formes non-quadratiques (n > 2), il n'est 
pas toujours possible de reecrire / sous forme diagonale. On aura done affaire a des families 
d'algebres. De telles extensions ont ete considerees par les mathematiciens et constituent les 
algebres de Clifford d'un polynome |jl], 0, |], ^, ||, ^ ||, H ou les algebres n-exterieures |10|, |lT 



Dans une premiere section, nous allons rappeler la definition de ces algebres. A la difference 
des algebres de Clifford usuelles, les algebres de Clifford d'un polynome n'admettent pas 
de representation fidele de dimension finie. Dans une seconde section, nous allons analyser 
cette propriete et donner une methode qui permette dans tons les cas, d' obtenir une 



representation matricielle done non fidele |12]. Les algebres fondamentales qui emergeront 



lors de ce processus sont les algebres dites de Clifford generalisees |13, 14, 15, 16, 17, 18, 19 



elles constitueront une generalisation directe du concept d'algebre de Clifford. Ces families 
d'algebres, associees aux polynomes + ■ ■ ■, vont nous permettre d'obtenir une extension 
de la notion de nombre complexe ainsi que de celle de quaternion. Nous avons appele les 
premiers multicomplexes alors que les seconds ont ete nommes nonions (pour des polynomes 
cubiques) par Sylvester et n^— ions dans le cas general par Cartan. 



1.1 Algebres de Clifford d'un polynome 
1.1.1 Definition 

L'idee naturelle qui vient a I'esprit pour etendre la notion d'algebre de Clifford, associee a un 
polynome, consiste tout simplement a introduire une serie de generateurs permettant d'ecrire 
notre polynome comme une puissance parfaite. Considerons un polynome / de degre nap 
variables. Comme tout polynome non-homogene pent etre rendu liomogene en considerant les 
coordonnees projectives x"/ (^^, ■ ■ ■ , on pent se limiter aux polynomes homogenes. 
Cette structure algebrique a ete introduite pour la premiere fois pour les polynomes ho- 
mogenes par Roby et les polynomes quelconques par Revoy (en fait, les premiers, et de 
fagon independante, a avoir introduit de telles algebres sont, Heerema [^, mais uniquement 
pour des polynomes cubiques a trois variables, ainsi que Morinaga et N5no, qui ont etudie les 
polynomes diagonaux ||T^). Le polynome / pent s'ecrire soit a I'aide d'une serie de monomes 

iiH Hp=n 
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ou bien, profitant de risomorphisme entre les polynomes et les tenseurs symetriques d'ordre 
ra, CO mine suit 

fix) =Y.XiiXi2---Xi„9ii-in- (1.1.2) 

{i} 

Par abus de langage, nous appellerons le tenseur gij^...i„, la n— metrique associee a /. Intro- 
duisons alors p generateurs gi, - ■ ■ ,gp qui vont nous permettre de reecrire par definition f 
sous la forme d'une puissance n-ieme 

fix) = Y.XhXi2- ■ -Xi^gi^.-ir, = \^Xigi\ . (1.1.3) 

{i} \i=l / 

Si on developpe explicitement la puissance apparaissant dans ( p..l.3|) (et que Ton identifie 
termes a termes avec I'expression ( |1.1.2| )), alors on obtient la relation de definition des g 



{9ii^ 9i2y ' ' ' y 9in} ~ I $Z 9i„^i)9i,y(2) ' ' ' 9i„(n) 9ii-i„- (l-^-^) 

perm.CT 

L'algebre de Clifford du polynome /, notee Cf{n,p), est done engendree par les p genera- 
teurs gi. Les mathematiciens ont une construction plus formelle de Cf{n,p). Nous allons 
brievement la mentionner, ce qui nous permettra de mettre en avant I'unification qui sous- 
tend ces differentes structures algebriques. A cet egard, introduisons I'ensemble des polyno- 
mes sut€ ap indeterminees(r[xi, ■ ■ ■ ,Xp]. Utilisant I'isomorphisme entre les tenseurs symetriques 
T(C^') et€[xu---,Xp], on definit I'ideal bilatere de T{€P) 

^=\^^ ^V(i)fM2)---^M„) -i'n-in = o[, (1.1.5) 

L perm.CT ) 

engendre par les gi. La contrainte de linearisation pent alors se definir a I'aide des espaces 
quotients Jll 

Cf{n,p)^T{€n/I. 

Le cas quadratique reproduit une definition plus formelle des algebres de Clifford usuelles 

Le passage aux algebres n— exterieures, A^, se fait comme pour les polynomes quadra- 
tiques, c'est-a-dire en considerant / comme egal a zero. Ceci revient done a poser gij^...i„ = 
Al^C^f=o)in,p) 0,0. 



On voit apparaitre une difference essentielle avec les polynomes quadratiques; en effet, 
les contraintes conduisant aux g sont n— lineaires et de ce fait, on voit immediatement que, 
des que n > 2, le nombre de monomes augmente avec leur degre : gig2gi est independant 
de gfg2 car ( |L1.4|) ne nous permet pas de passer gi a gauche de g2. Or, lorsque n = 2, la 
dimension de C/(2,p) = C2 est de 2^^^^'^^ [E etant la partie entiere) et les gi sont representes 
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par les matrices F de Dirac, pour un polynome arbitraire, la dimension de Cf{n,p) est infinie. 
Childs a etabli que Cf{n,p) admet des representations de dimension finie si I'une des deux 
conditions suivantes est verifiee n = 2oup<2 0]. 



1.1.2 Representations 

Cependant, nous avons etabli que tout polynome pent etre linearise par des matrices appro- 
priees |T^. Ce qui revient a dire qu'il est toujours possible de mettre la main sur une represen- 
tation non-fidele de Cf{n,p). De prime abord, la consideration de telles representations pent 
paraitre surprenante (on verra cependant leur utilite au chapitre 3). En outre, le fait de 
considerer de telles representations en physique n'est pas neuf. A titre d'illustration, nous 
ne citerons que deux exemples. Toute algebre de Lie compacte pent etre representee par 
des matrices de taille appropriee et il est bien connu qu'une telle representation est fidele. 
Toutefois, dans I'algebre enveloppante, une telle representation est bien entendu non-fidele. 
Ainsi, par exemple, si on considere SU (2), il n'y a aucune raison pour que ti, les generateurs 
de SU{2), satisfassent = 1, alors que pour la representation spinorielle tj — > ai, on a 
bien af = 1. Comme autre exemple, nous considererons le groupe des rotations (ou plus 
exactement son groupe de recouvrement universel). Pour un tel groupe, une rotation de 2tt 
conduit, pour les representations de spin demi-entier, a un changement de signe, alors que 
pour celles de spin entier, on identifie la rotation de 27r avec I'identite. 

Ceci nous amene done a la definition d'une representation non-fidele. Une representation 
d'une algebre A est non-fidele si on pent construire un liomomorphisme surjectif (dont 
le noyau est non-nul). Applique aux algebres Cf, cet liomomorphisme surjectif fm nous 
permettra de remplacer ( |1.1.4|) par des contraintes quadratiques. Notons Crn{f,n,p) une 
representation de dimension m de Cf{n,p): Cm{f,n,p) = Cf{n,p) /Keifm- 

Avant de nous attaquer a la linearisation d'un polynome arbitraire, interessons-nous aux 
deux polynomes particuliers: 

p 

-le polynome somme: S{x) = x^; 

i=l 
n 

-le polynome produit: P{x) = H Xi. 

i=l 

S et P s'avereront etre les deux polynomes fondamentaux apparaissant dans le processus de 
linearisation. 

On pent noter que Childs, lors de son etude des algebres de Chfford d'un polynome, a 
etabli un resultat proche du notre, pour la somme et le produit de polynomes, a savoir que si 
on connait une representation finie de Cf{n,p) et Cg{n',p') alors il en est de meme pour une 
representation de dimension finie de Cf+g{n' = n,p + p') et de Cfg{nn' ,p + p'). Les matrices 
apparaissant dans sa demonstration sont les memes que celles que nous introduirons dans 
les deux sections suivantes. II etait done tres proche de la conclusion quant a la linearisation 
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d'un polynome arbitraire. Remarquons que sa conclusion sur les representations de dimen- 
sion finie des que p < 2 decoule automatiquement de sa propriete sur les polynomes produits. 

1.1.2.1. Polynome produit 

Nous voulons trouver des matrices, de taille minimale, permettant de lineariser le poly- 
nome produit. A cet egard, notons ha les generateurs associes a la definition de Cp{n,n). 
Considerons alors les elements Hij,i,j = l---n assujettis a la loi de multiplication 
HijHki = 6jkHii et definissons I'application hi — > -f^ii+i- Un calcul direct nous convainc que 
les Hii^i satisfont la contrainte ( |1.1.4| ) associee a P et done constituent une representation 
non fidele de Cp{n,n). Le noyau d'une telle representation est donne par hihj ^ — > 
Hii+iHjj+i = pour j i + 1. Cette application a, en outre, le merite de souligner com- 
ment les relations de contraintes ( |1.1.4| ), d'ordre n, ont ete remplacees par des contraintes 
quadratiques, avec comme coroUaire I'existence d'une representation de dimension finie pour 
les -f^M+i. En fait, la relation de multiplication donnee ci-dessus constitue tout simplement la 
loi de multiplication des elements de la base canonique des matrices n x n: {Hah)ij = SaiSbj 
et done la matrice representative de ha est donnee par {Haa+i)ij = ^ai^a+ij- H est aussi 
trivial de se rendre compte que la representation exhibee est la representation de dimension 
minimale de Cp{n,n). 

1.1.2.2. Polynome somme-Algebre de Clifford generalisee 

Nous allons proceder de fagon similaire avec le polynome somme, c'est-a-dire mettre 
en evidence une serie de matrices conduisant a une linearisation finie de S. En ayant la 
definition des matrices F en tete, considerons les p elements (que nous notons egalement F, 
par analogie) satisfaisant 



TiTj = qTjTi, i < j, (1.1.6) 
F" = 1 

Oil q est une racine primitive n-ieme de I'unite que nous choisissons egale a exp (^). Montrons 
que les elements ainsi construits constituent une representation de Cs{n,p), c'est-a-dire que 
les F satisfont la contrainte (|1.1.4 ) avec gi^-.-i^ = - le symbole de Kronecker generalise. 
Si nous calculous {F^^, ■ ■ ■ , Fj„} avec 

1. I'un des i egal a 1, puis deux des i egaux a 1 etc., et que Ton ramene tons les Fi 
en premiere position, on en deduit (en utilisant les relations coefficients-racines) que 
{Fi,---,Fi,Fi^+,,---,Fi„} = 0,a = l,---n- 1; 
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2. En reiterant le processus sans Fi et avec r2 et ainsi de suite, on obtient bien la propriete 
desiree. 

On en deduit que Tensemble des T constitue une representation de Cs{n,p). Une telle 



representation met la lumiere sur les contraintes quadratiques ( |1.1.6| ) induisant une represen- 
tation matricielle de I'algebre de Clifford du polynome. Cette propriete a d'ailleurs ete etablie 
par Revoy P). Une telle algebre, notee C^, a ete nommee algebre de Clifford generalisee 
P^ , [T^, |TB|, |TB|, |T^. Nous avons ensuite mis en evidence la representation de dimension 
minimale de Cs{n,p) [|12|; une telle demonstration etant longue et fastidieuse, nous ne la 
reproduirons pas ici. Nous allons nous contenter d'en rappeler les etapes. 

Prima: nous avons etabli que la taille minimale des matrices est n x n; 

Secundo: uniquement si le nombre de variables est inferieur ou egal a 3, on pent utiliser 
des matrices n x n. 

Les matrices en question sont 



/O 1 



Vl 




1 







■■■ 0\ 

... 

1 

■■■ 0/ 



, 0-3 



/I 
q 

\0 



\ 





, 0-2 = (yg)0-3Cri, (1-1-7) 



etant present uniquement si n est pair. 

A partir des matrices a, il devient facile de lineariser S, pour un nombre arbitraire de 
variables. En effet, si nous supposons avoir obtenu une linearisation de S{x) = M"(x), on 
en deduit la linearisation de S{x,yi,y2): 

S{x, yi, y2) = M"(x) + + Z/2 = [^3 ® M{x) + + ^21/2]" • 
Ce processus iteratif conduit alors aux matrices V (en notant ?/i+2 = Xi) 



^ ^(i-l) „(fc_;_i) 

T21 = af ®a2® /® 



r2A:-l =(y^ ®(Ti 



i 2fc — CTs 



(fe-1) 



0-2 



J- 2fc+l — Cr3 



:i.i.8) 



I etant la matrice unite n x n. 
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A cette etape, un certain nombre de remarques s'imposent. II est d'abord frappant de 
noter que les relations qui definissent les matrices engendrant I'algebre de Clifford generalisee 
correspondent aux expressions rencontrees dans les algebres de Clifford usuelles, comme 
I'ont montre par exemple Brauer et Weyl |^|. De ce fait, la dimension minimale de la 



representation est n^, = E{p/2). La classification de telles algebres a ete faite par Morris 
|15| , Popovici et Gheorglie [|l6l, et presente un certain nombre de similarites comparee aux 



algebres de Clifford; cette classification a d'ailleurs ete etendue au cas oil le corps de base 



n'est pas celui des nombres complexes [17|. Les matrices T avaient en outre deja ete mises en 



evidence par certains auteurs |jT3|, ^ et dans les references |T^, |T3|, [T^, il y est mentionne 



qu'une telle algebre conduit a une linearisation de + ■ ■ ■. A ce niveau, il subsiste une 
petite difference des que n > 2, du fait des relations ( |1.1.6| ), C^^^ ne pent etre comprise que 
comme une € algebre. Enfin, si p est pair, on voit apparaitre une matrice analogue a celle 
de cliiralite. C'est cette analogic qui nous a fait choisir la notation de T pour les matrices 

(Em)- 



Notons enfin que les matrices H, introduites dans le paragraphe concernant la linearisa- 
tion du polynome produit, peuvent s'exprimer a partir de cxi et de cxs 

-| n—l 
k=0 

et de ce fait (pour les representations exhibees), on a £„(S', n, 3) ~ Cn{P,n,n) ~ A^„((r). 

Comme cela ete montre dans |T6|, on a plus exactement les isomorphismes suivants: 

quand p = 2z/, ~ A<„^(C); 

quand p = 2u +1, CP ~ ©p^P"^ ~ ®PMn4€). 
Ces algebres admettent naturellement une Zn graduation, heritee de celle de ses generateurs 
(gr(r) = 1), et on a la propriete remarquable (C^)o ~ HI, 0, propriete a la base de 



I'isomorphisme precedent ((C^)o represente les elements de graduation zero de C^). En outre, 
on pent noter que le centre de C^"^^ est engendre par les T^'^T^ ■ ■ ■ Tp, a = 0, ■ ■ ■ , n — 1 [p^ . 
Finalement, il est facile de se rendre compte que C C^„/, cette propriete sera exploitee par 
la suite. 



1.1.2.3. Polynome quelconque 

La linearisation d'un polynome arbitraire est maintenant triviale et se fait a partir des 
deux algebres precedemment construites. Partant de I'expression de / sous forme d'une 
somme de monomes, chacun de ceux-ci apparait alors comme un cas particulier du polynome 
P 
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(Xl)"K^2) 



0.2 



ai 



\i=l 



X2 I 

\i=l+ai 



H h 



^i=l-\-ai-\ hflp-i 



Dans un premier, temps la linearisation est done faite a I'aide des matrices H. En notant 
mi = M"(x) le /-ieme monome apparaissant dans ( |1.1.1| ), on pent reecrire f{x) = J2i Mp{x). 
On applique ensuite la methode de linearisation aux Mi (apres les avoir rendues commutantes 
en substituant Mi = /®'~^ (g) (g) J®*"'"^ a Mi) en utilisant les matrices 



1=1 



k 

ii=i 



Miix] 



[GiXi 



GpXp\ 



Ceci termine le processus de linearisation. Lors de celui-ci, a la difference des polynomes S 
et P, nous ne sommes absolument pas surs d'avoir obtenu la representation de dimension 
minimale de Cf. En effet, suivant le chemin choisi pour calculer les matrices G, on construit 
des matrices de taille differente. La raison profonde pour laquelle les matrices G ne sont 
pas, a priori, minimales est la suivante: si C/j(ni,pi) et Cf2{n2,P2) sont representees par des 
algebres de dimensions mi et m2 (que Ton suppose minimales), alors le processus developpe 
ci-dessus conduit pour {f+g et fg) h Cmira2ini+n2){fif2,nin2,pi+P2) et Cn^rmm2{fi + f2,ni = 
n2,Pi +P2), qui ne sont pas obligatoirement minimales, comme on pent le verifier sur des 
exemples concrets. Quelques indications quant a I'optimisation du processus de linearisation 
sont proposees dans ||12|. Ceci sous-tend un probleme beaucoup plus fondamental, celui de 
la classification des differentes representations de Cf, probleme toujours non resolu a I'heure 
actuelle, sauf pour les polynomes cubiques p. Un certain nombre de resultats, en vue d'une 
classification generale, ont cependant ete obtenus. Dans cette optique, Haille et Tesser ont 
etabli que, la dimension de la representation est un multiple du degre du polynome |^. La 
plupart des etudes ont ete concentrees sur les polynomes cubiques P, |^, ^. 

Au vu de la methode proposee, on pent noter le role central joue par les algebres de Clif- 
ford generalisees car, en definitive, elles apparaissent comme les elements fondamentaux 
lies a la linearisation. Bien que pour chaque classe de polynome, on ait une algebre differente, 
on voit transparaitre une certaine unite. D'un point de vue historique, on pent remarquer 
que les deux approches, algebres de Clifford d'un polynome |^, |], ^, |^, |[ ^, H, |, |10|, |lT 



et algebres de Clifford generalisees [|1^, |Tj, [l5|, |16[, ont ete faites de maniere relativement 
independante I'une de I'autre. D'ailleurs, Kwasniewski a, en quelque sorte, redecouvert les 
premieres algebres a partir des secondes 0]. Avant de conclure cette section, mentionnons 
que, dans la reference [^, une methode systematique permettant d'exprimer f{x) comme 
un produit de n matrices a ete proposee. Ces deux methodes (linearisation et factorisation) 
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sont done complemcntaircs, comme le sont la linerisation de Dirac et la factorisation quater- 
nionique de la metrique de Minkowski. 



1.1.2.4. Algebre de Grassmann generalisee 



Le pendant des algebres de Clifford generalisees s'avere etre les algebres de Grassmann 
generalisees. Cette structure, notee C/fJ, emerge naturellement comme representation de A^. 
A partir des T, on peut construire n series de matrices 6f\i = 1, • • • ,p; / = 0, • • • , n — 1 
verifiant 



ef)ef =qdfef\ i<j, VA;,Z = 0,---n-l 



(1.1.10) 



et de ce fait, en utilisant des arguments similaires aux precedents, il est facile de s'assurer 
que Ton a bien 

Les matrices 9 s' expriment simplement a partir des matrices F 

=^2^-l + ^q'T2^, (1.1.11) 

ces expressions renforcent encore I'analogie avec les formes quadratiques. Cependant, on 
verra apparaitre une difference au chapitre suivant. 

En remarquant que la matrice o"! + ^cr2 admet la valeur propre zero degeneree n fois, 
et que n est la premiere puissance qui annule 6, d'apres le lemme de reduction de Jordan, il 
est possible d'ecrire 

/O ••• 0\ 
10 •••0 

1 ••• , (1.1.12) 



= ai + y/qa2 



VO 



1 0/ 



et done de definir 



(1.1.13) 
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Kwasniewski |TH] a etudie la structure algebrique engendree par ces families d'algebres 



de Grassmann generalisees: 

En outre, nous avons la loi de transformation inverse permettant, a partir des variables 9, 
de construire les variables F 



2i-l 



2i 



-| n—1 



^ z=o 



n-1 



E 9-'e^^ 



Tons ceci milite en faveur d'une analogie tres forte avec les formes quadratiques et donne 
envie de definir une construction analogue a la representation spinorielle, pour les polynomes 
arbitraires. Comme nous allons le voir au cours du chapitre ulterieur, de telles extensions 
existent bien, mais on se trouve dans I'impossibilite de definir simultanement des operateurs 
de creation et d'annihilation par des relations analogues au cas spinoriel. C'est cette limita- 
tion qui donne aux algebres quadratiques un statut privilegie. 

II existe une autre representation de A^, I'algebre de Para- Grassmann. Les generateurs de 
cette algebre sont astreints a verifier la relation cubique [[6i, Oj] , 9k] = 0. Apres quantifica- 
tion, on obtient les parafermions introduits par Green pSf et conduisant aux parastatistiques 



2J]. Dans la litterature, il apparait une certaine confusion entre ces deux extensions alors 
qu'elles n'ont aucun rapport. Les premieres variables sont dans une representation du groupe 
des tresses (cf. les relations (|1.1.10| )) alors que les secondes sont dans une representation 
reductible du groupe des permutations (un parafermion pouvant s'exprimer comme une 



somme de champs spinoriels |23 



1.1.3 Algebre de Clifford du polynome x" 

Lorsque nous etudierons les extensions de la supersymetrie ainsi que leurs representations, 
nous serons amenes a considerer les representations finies de I'algebre de Clifford du polynome 
x"'~^y. Nous rechercherons done deux matrices X et y satisfaisant 



{X,X,---,X,Y} = 1 (1.1.14) 
{autres} = 0, 

Les relations ( |1. 1.141) imposent que X" = car, parmi tons les crochets, le seul qui soit 
non-nul est celui oii il y a (n — 1) fois la matrice X et une fois Y; c'est ce que traduit 
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{autres}. Si on suppose qu'il existe a < n tel que X° = 0, et que Ton multiplie la premiere 
equation de ( |1.1.14|) a gauche par X et a droite par on arrive a une contradiction. De 

ce fait, le rang de X est n — 1. On salt que la dimension de la representation de C^^-iy est 
un multiple de n. La dimension minimale de X est done n, et par des arguments similaires 
a celui developpe pour les variables de Grassmann generalisees, on pent ecrire X sous une 
forme identique a celle clioisie pour 6 au paragraphe precedent. Pour mettre la main sur Y, 
il suffit de resoudre ( |1.1.14| ). Une solution immediate est 



X 



/O 
1 
1 








Vo ■■■ 1 0/ 



Y 



/O 





Vo 



1 \ 





0/ 



1.1.15) 



Ph. Revoy |]TT| a mis en evidence, quand n = 3, une famille de representations de dimen- 
sion 3 










0^ 




/ 




— A/i 


1 ^ 






1 








, Y3 = 










A/i 


, avec 2A^/x = 1 




lo 


1 






v 




A-V 


-/^ ) 





Un tel resultat est tres probablement generalisable pour n quelconque. Mais, fort heu- 
reusement, d'autres arguments permettront, dans le chapitre trois, de ne considerer que le 
cas le plus simple. Celui-ci est obtenu, lorsque n = 3, en posant t = Xfi (comme 2A^/i = 1, on 
a fi = 2t^, A = ^) et en prenant la limite t — * 0. Si nous avions considere une representation 
de dimension kn, alors nous aurions obtenu une representation reductible {Ik ^ X et Ik^Y, 
avec Jfc la matrice identite k x k). En anticipant sur le chapitre 3, nous aurons a considerer 
une seule representation pour C^^-iy. 



1.2 Extension des nombres complexes 

Dans la section consacree aux extensions des algebres de Clifford, nous avons vu le role 
central joue par les algebres de Clifford dites generalisees. Nous avons egalement insiste sur 
les analogies existant entre n = 2 et n arbitraire. On rappelle que, suivant le nombre de 
generateurs, on a, de fagon analogue aux algebres de Clifford, 

IR > C„ > > ■ ■ ■ > C^. 
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Parmi les algebres de Clifford, les nombres complexes jouissent d'un statut special par rap- 
port a leurs extensions. 11 est done naturel de se demander si cette particularite subsiste 
lorsque n est quelconque. Des que le nombre de generateurs est superieur a 2, au vu des 
relations de commutation (|1.1.6| ), se definit comme une C— algebre. Par contre, quand 
p = 1, on pent, sans contradiction, definir en tant que IR — algebre. Mais, suivant que 
Ton prenne e" = 1 ou e*^ = — 1 (e etant le generateur de C^), on aura deux structures 
differentes. Pour etre le plus proclie possible des nombres complexes, nous avons considere 



le second cas, et par analogic, nous avons appele multicomplexes de tels nombres ^ 

n-l 



Notons M(Cn = \ x= G IR > dont nous allons rappeler un certain nom- 

l i=0 J 
bre de proprietes. On mettra en evidence le fait que la plupart des resultats concernant les 

nombres complexes seront transposables aux multicomplexes, des proprietes algebriques |^ 

(extensions des fonctions trigonometriques usuelles ...) aux theoremes de I'analyse complexe 

p8| (theoremes de derivation, theoremes d'integration ...). 11 sera meme possible de definir 

des transformations conformes appropriees, qui seront engendrees par n copies de I'algebre 

de Virasoro . Par la suite, nous allons dresser un panorama des proprietes principales de 

IM€n] pour plus de precisions, on pourra consulter les references |28|. Independamment, 

et pour 72 = 4, Gervais |^ a defini une algebre analogue, aboutissant a des conclusions iden- 

tiques aux notres. II a ensuite applique cette structure a la theorie des 3— branes, retrouvant 

I'amplitude de Shapiro- Virasoro. Sa relation n'etait cependant pas entierement legitime car 

il n'avait pas obtenu les transformations homographiques adaptees. 



1.2.1 Proprietes algebriques des multicomplexes 



En utilisant les resultats generaux concernant les algebres de Clifford generalisees etablis par 



Morris [|T^, on obtient suivant la parite de n, les isomorphismes suivants si: 

n pair : M€n ~ ©"/^C* 

n impair : MdJ^ ~ ©"iR . 
Cependant, si des le depart, on utilise cet isomorphisme, on perd un certain nombre de 
proprietes inherentes a la structure n— lineaire de iM(Z7„. Pour etablir les proprietes liees 
a la structure nous utiliserons, suivant le cas, les deux representations matricielles 
equivalentes de IM€n 



E 



fq2 




V 



3 













_ 3 

q 2 



\ 




q^^ / 



E' 



/ 1 

1 

■ ■■ 

-10 





1 

0/ 



;i.2.i) 
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Si e — > E, X sera represente par une matrice n x n diagonale notee X, telle que Xa 
X*_^i_g^ n+i-a- Alors qu'avec le second choix 



E', X — ^X' 



( Xq Xx 
-Xn-X Xq 



\ —X\ 



Xn-\ \ 
Xn-2 

Xi 

—Xn-1 Xq / 



La plupart des demonstrations pourront etre faites a partir de cette constatation excessive- 
ment simple. 



1.2.1.1 Norme. 



Dans un premier temps, nous munissons iM(Z7„ d'une norme (ou plus precisement, d'une 
pseudo-norme) 

||x||" = detX' = detX, (1.2.2) 

pour les nombres complexes, nous retrouvons bien | p = Xq+x1 alors que, lorsque n = 3, on 
obtient 1 1 2 + 3a;oa;ia;2. De par la definition de la norme, on observe que, si x est 

un diviseur de zero, sa norme est nulle. Si n est pair (resp. impair), la norme de x est positive 
ou nulle (resp. quelconquc). Cettc definition pent, tout commc pour les nombres complexes, se 
reccrirc cn considerant une conjugaison ad hoc. Introduisons le conjugue £— ieme de lM€n = 
M€l par 



n-l 

X = [x]q ^ ] x^e 

i=0 

On voit que quand n = 2, on a identification cntrc € et €*, propriete qui se perd des que 
n ^ 2. Les espaces ainsi construits constituent, par ailleurs, des definitions isomorphes des 
multicomplexes. En utilisant la representation matricielle x — > X, on obtient sans peine les 
matrices representatives de [x]^, et il est facile de demontrer que Ton a 

n-l 

ikir = nK- (1-2-3) 

On voit done que tout comme pour les nombres complexes, il est possible de definir la norme 
de X a partir du produit de ses conjugues, mais uniquement si n = 2, x, x* e €. Ceci n'est 



n— 1 



i=0 
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en fait pas completement exact car parmi les IMdJn, des que n est une puissance de deux 
on pent substituer a la definition du conjugue £— ieme precedente, une definition alternative 

n— 1 

i=0 

1.2.1.2 Representations polaire et cartesienne. 

Peut-on pousser I'analogie avec les nombres complexes un peu plus loin, identifier la 
norme avec le "module" de x, et definir une representation exponentielle? En utilisant les 
matrices X et le fait que Ton puisse definir le logarithme de toute matrice non-singuliere, on 
pent reecrire (et calculer), lorsque x est inversible, c'est-a-dire quand ||x|| ^ 

n-l /rt-l \ 

x=Y,Xie' = peicp{Y,<Pie'\. (1.2.4) 
Du fait que la fonction logarithme est multi-valuee, on a plusieurs representations possibles 



pour la forme exponentielle de x ||2^. Etant donne que 



n— 1 \ /n— 1 N 



si X — > pexp ) cilors [x]^ — > pexp [ ^ ipiq^^e 

on pent conclure immediatement 



^^=l / \i=l 



||x|p = p". (1.2.5) 

De plus, en utilisant la representation e — > E, on observe que parmi les n — 1 variables 0, 
on pent en extraire -E(f ) qui sont compactes. La substitution (pi — > 0j + e", a = 1, ■ ■ ■ , E{^) 
laisse done invariante la forme exponentielle. Les ef peuvent etre calculees en explicitant 

ra-l 

e"' = J2 e*. Les s'expriment directement a partir des elements e, ■ ■ ■ , e"~^ et leur matri- 

1=1 

ces representatives s'ecrivent = 2m5ki {Ska — Sn-a+i,i)- 



En outre, a partir de ( p..2.4|) , ainsi que de Hell"" = (—1)", il apparait que Ton pent mettre 
(— l)"e sous forme exponentielle avec comme coroUaire 



n 



pair MdJp C IM€n, p<n 
n impair M(U2p+i C MdJn, 2p + 1 < 



;i.2.6) 



n. 



L 'existence de la forme exponentielle pour e redonne les resultats sur les directions compactes. 
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1.2.1.3 Fonctions trigonometriques 



Ayant elabore, pour les nombres multicomplexes, une representation "cartesienne" et 
"polaire" , I'analogie avec les nombres complexes se poursuit. En effet, il est possible de definir 
des fonctions generalisant les fonctions trigonometriques usuelles. A cet egard, il suffit tout 
simplement de developper explicitement la forme exponentielle ( p..2.4|) 



n-1 



X 



pexp ^ e>i ] = pYI mus(0)ie\ 



[1.2.7) 



■.1=1 



i=0 



De telles fonctions, constituant une generalisation directe des fonctions trigonometriques, 



verifient un certain nombre de proprietes qui se deduisent sans peine . Nous les enoncerons 
sans demonstration 



1. mus((/))j = - Y] 



lorsque ||x|| = 1; 

2. les fonctions mus admettent les E{n/2) directions de periodicite e"; 

3. Les fonctions mus engendrent le groupe abelien qui preserve la norme; 



n-l 



4. mus(0 + = J2 sign(i — j)mus(0)jmus('?/')j-j, avec sign la fonction signe et i — j 

j=0 

defini modulo n; 



9mus(0) 



sign(i — j)mus(0) 



( mus(0)o mus(0)i 
-mus(0)„_i mus(0)o 



det 



mus(0)„„i \ 
mus(0)„_2 



1, 



: '■• mus(0)i 

\ — mus(0)i • • • — mus(0)„_i mus(0)o / 

Bien entendu, cette relation conduit a cos^(0) + sin^(0) = 1, alors que si n = 3, on a 
mus^(0i, 02)o-mus^(0i, </)2)i+mus^(0i, 02)2+3mus(0i, 02)omus(0i, 02)imus(0i, ^2)2 = 
1. 

7. Si n n'est pas un nombre premier {n = nin2), les fonctions mus d'ordre n contiennent 
les fonctions mus d'ordre rii. il suffit de prendre (pi = quand i n'est pas un multiple 
de n2. 

Les fonctions ainsi obtenues permettent de passer des coordonnees "cartesiennes" aux 
"polaires" ; il est egalement possible de construire des fonctions generalisant la fonction arc- 



tangente et exprimant les variables "polaires" en fonction des cartesiennes ^^l- -De maniere 
analogue, une extension des fonctions hyperboliques pent etre envisagee . 
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Notons enfin que les fonctions ainsi construites se definissent a partir des fonctions circu- 

(rafc+i)! 



laires d'ordre n (x) = (— 1)^ considerees dans 0]. En fait, de telles fonctions, ainsi 



que leurs homologues hyperboliques d'ordre n, avaient deja ete introduites dans la litterature 
pl| . Des relations analogues a la contrainte det(mus) = 1 ainsi qu'aux formules de somme ou 
aux equations d'Euler ont ete etablies. A cet egard, ces auteurs avaient introduit des exten- 
sions des nombres complexes (Bruwier, e" = 1). Cependant, etant donne qu'ils consideraient 
des fonctions a une variable, ils ne pouvaient pas mettre en avant les proprietes de periodicite 
que nous avons etablies. Tout comme les fonctions mus, ces generalisations des fonctions 
trigonometriques a une variable sont utiles dans la theorie des equations different ielles. Elles 
peuvent, en outre, etre etendues a n'importe quel systeme lineaire 



1.2.2 Analyse multicomplexe 



Ayant construit une structure algebrique possedant de telles proprietes, on est naturellement 
conduit a s'interroger sur les proprietes specifiques a une analyse multicomplexe. Le fait de 
se poser une telle question n'est pas neuf, et un certain nombre de resultats ont ete obtenus 



pour d'algebres de Clifford |Q et meme pour les octonions |3J]. Notons finalement que 
dans la reference [^, une analyse a ete construite sur une algebre plus generale que celle 
que nous avons consideree (au lieu de I'algebre engendree par le polynome x"" + 1, IM€n = 
M + 1), I'algebre associee a un polynome arbitraire de degre n et a une variable a 

ete envisagee). 

On considere done F{x) = J2 fii^)^^ une fonction sur MdJn- La premiere difference par 
rapport aux nombres complexes, concerne la notion de continuite et de limite; en effet, la 
norme ne definissant pas une distance, les notions de continuite et de limite ne pourront done 
etre definies que composante par composante, i.e sur les fonctions fi individuellement, et non 
sur la fonction F. Le second point, plus delicat celui-ci, concerne I'existence de diviseurs de 
zero et done de nouveaux types de singularites. Cependant, un prolongement respectant la 
structure algebrique a ete propose [^. Celui-ci est base sur I'inclusion (singuliere) 



M€n-2 C M€n, 

dont les matrices representatives du generateur et de I'identite sont donnees par 



/O 

exp(^) 



n-2 







■■■ exp(-^) 

Vo ••■ oj 



, -'n-2 



/O 
1 







■■■ 1 

Vo ■■■ 0/ 



:L2.8) 
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Avant d'envisager les theoremes de derivation et d'integration adaptes, introduisons 

n-l 

un certain nombre de notations. Nous avons deja defini [x]^ = J2 (f^XiC^, posons alors 

i=0 

[d]i^ = \ q^^^die~\ II est facile de se convaincre que Ton a [d]^ [x]^ = 6ke- 

i=0 

Nous pouvons done enoncer, sans demonstration, les theoremes de derivation et d'inte- 
gration. 

Theoreme de Cauchy-Riemann 

F est derivable en x si I'une des conditions suivantes et equivalentes est verifiee (il faut que 
la valeur de '^^J^^^ ne depende pas de la fagon dont x tend vers zero; il faut egalement faire 
attention aux diviseurs de zero) 

1- dofk{xo, ■ ■ ■ , Xn-i) = sign{l — m)di fm{xo, ■ ■ ■ , Ces relations constituent une gene- 

ralisation directe des equations de Cauchy-Riemann. 

2. [d]^ [f{xo, ■ • • , Xn-i)]f. = Sk£. La fonction [/(xq, ■ • • , x„_i)]q est done holomorphe et ne 
depend que de [x]q. 

n-l 

3. F{x)dx = J2 ^i^^ definit n une-formes fermees. 

i=0 

Theoreme de Cauchy 

On considere un hypervolume ferme et oriente ainsi que da = J2 {—^Ydx^e'^, on dx^ = 

i=0 

dxo A dxi A • ■ ■ A dxi^i A dxi+i A ■ ■ • A dxn-i, sa {n — 1)— forme surface. 



J F{x)da = 0, 



on 

si I'une des conditions equivalentes est satisfaite 

n— 1 

1. DF{x) = E e'diF{x) = 0; 

2. Les n une-formes u sont co- fermees. 

En conclusion, une fonction F sera dite analytique si elle verifie le theoreme de Cauchy 
Riemann et co-analytique si elle satisfait aux conditions du theoreme de Cauchy. Bien en- 
tendu, ces deux notions coincident surC, mais ce n'est plus vrai des que n > 2. A partir de la 
definition de D, un calcul direct montre que si n est pair, la condition d'analyticite implique 
celle de co-analyticite alors que quand n est impair, ces deux theoremes sont incompatibles. 
Autrement dit, I'analyse dans IM€n presente de I'interet si n est un nombre pair. 
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--1 

2 ^ 



On se limite done aux nombres pairs, en remarquant que I'on pent ecrire x = 

i=0 

avec Zi = Xi + e"/^Xj-|.^ un nombre complexe usuel i = e"/^, si F est analytique en x, alors 
DF[x) = et done F{x) est analytique en Zi au sens des nombres complexes. Profitant de 
cette propriete, on definit F = SVLq x ■ ■ ■ x dVtr^^i C Vt avec fij = ^xj + < -R^} tel que 
F restreint a dVti soit holomorphe au sens des Zi et on en deduit le 
Theoreme des residus 

p/ ^ ^ [ _j!f3z^_F( \ 

On pent remarquer I'analogie frappante qu'il y a entre le theoreme des residus ainsi obtenu 
et celui associe a (C"/^ m. Compare aux theoremes analogues derives pour les algebres de 
Clifford, nous avons un certain nombre de differences. Par exemple, la connaissance de F sur 
la variete B = x |a;^ + x^^n < est obtenue a partir d'une integrale sur une variete 
de dimension n/2, le squelette de B au lieu de I'hypersurface dB. 

Enfin, a partir du theoreme des residus, il est possible d'ecrire 

F[x) = Figi-^...i„ __^Zq ■ ■ ■ z^_-^^ e ^ ^. (1.2.9) 

Si en plus la fonction est analytique en x, on pent reecrire 

F{x) = Fnx''. (1.2.10) 

Bien entendu, il est primordial d'avoir la propriete d'analyticite pour pouvoir calculer les 
coefficients F/v, car si la fonction est uniquement co- analytique, les F/v n'existent pas. On 
pent s'en rendre contre sur I'exemple {n = 4) F{zq + ezi) = zqZi qui est co-analytique sans 
etre analytique. 

1.2.3 Invar iance conforme 

L'invariance conforme, preservant la metrique a un facteur d'echelle pres, prend une dimen- 
sion toute particuliere dans le plan complexe. En effet, a la difference des espaces de dimen- 
sion plus grande, en 2Z), le groupe conforme est de dimension infinie. De ce fait, l'invariance 
conforme est devenue un outil indispensable lors de I'etude des phenomenes critiques ^ 



ou de la theorie des cordes |3^. Ce caractere singuher provient du fait que dans un espace 



bi-dimensionnel, le degre de la metrique (forme quadratique) et celui de la forme "volume" 
coincident. 

Etant donne que les multicomplexes ont une norme definie par un polynome homogene de 
degre n equivalent au polynome p(x) = X1X2 ■ ■ ■ x„ et que, en outre, un tel polynome definit 
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parfaitement un n— volume, on est en droit de se demander si des proprietes similaires a celles 
propres aux espaces bi-dimensionnels existent. II est done interessant d'etudier le groupe 
des transformations preservant la norme ( |1.2.3 ) a un facteur d'echelle pres, ainsi que ses 



implications pour I'etude des plienomenes critiques pour des dimensions plus grandes que 
deux, ou meme pour I'etude d'objets au-dela des cordes, les d— branes. A cet egard, Gervais 
29| a tente d'appliquer aux 3— branes ses resultats sur les multicomplexes d'ordre 4 et dans 



la reference il a ete etabli que pour un espace de dimension n muni d'une n— metrique, 
on obtenait un groupe de symetrie infini. 

En vue d'etudier I'invariance conforme adaptee aux multicomplexes, introduisons la base 
de I'espace tangent = [d]-. Dans cette base, la n— metrique se reecrit 

(Ciu 612; ■ ■ ■ ) ^in) 1iii2---iny (1.2.11) 

oil 7iii2---i„ = A si tons les indices sont differents, et zero sinon. 



Un calcul direct montre que les transformations qui laissent la n— metrique 7 invari- 



ante a un facteur d'echelle pres sont les transformations analytiques 



[x], — ^ Fe{[xl), avec [d]^F, = 5^ (1.2.12) 
7(x),,...i„ — > 7'(x')n...i„ = ^](x)7(x)^,...^„. 

Si on considere les transformations infinitesimales [x']^ = [x]^ + efi{x), ainsi que les 
theoremes enonces precedemment (residus plus analyticite) qui nous permettent de develop- 
per fe{[x]^) en serie de Laurent, on obtient n copies de I'algebre de Virasoro sans charge cen- 
trale ([C]^ = — ([2^]^)^"" [d]iJ engendrant les transformations "conformes" adaptees aux mul- 
ticomplexes. Done, dans un espace dont la dimension est egale au rang du tenseur metrique, 
les transformations "conformes" deviennent un groupe de dimension infinie. On pent done, 
par analogic, definir un champ primaire $ de poids conformes {di, - ■ ■ , dn) comme etant un 
champ se transformant de la fagon suivante 

n-l {AW \-di 



Pour clore cette partie, nous mentionnerons que, tout comme dans le plan complexe, il 
est possible de definir, dans MdJn complete d'un point a I'infini, un groupe globalement 
inversible, analogue aux transformations homographiques au prix du prolongement de 
x~^ defini ci-dessus 

X — > {ax + h){cx + (i)"\ a, b,c,d e IM€n, ab - cd = 1, (1.2.14) 
que nous pouvons noter SL{2, IM€n)- 



1.3 n^— ions 
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Face aux grandes similitudes existant entre dJ et El€n, il parait legitime de se demander 
si les multicomplexes peuvent avoir une utilite dans la description de certains phenomemes 
physiques, voire mathematiques, lorsque ceux-ci sont sous-tendus par des formes non-quadra- 
tiques ou bien des symetries Zn par exemple. 



1.3 n^— ions 

Dans notre etude des algebres de Clifford generalisees, nous avons ete amenes a considerer 
une structure engendree par un generateur et permettant de construire une extension des 
nombres complexes. Dans le cas quadratique, les quaternions en constituent la generalisation 
directe. Suivant la meme logique, nous nous sommes penches sur les structures engendrees 
par deux generateurs ei et 62 satisfaisant 6162 = ge2ei,e" = = 1, et nous avons obtenu 
les n^— ions introduits d'abord par Sylvester puis par Cartan. Ce dernier a demontre que les 
n^— ions contenaient les quaternions, resultats que nous pouvons retrouver en utilisant 



la decomposition ( p. .1.91 ). C'est a partir de cette inclusion que nous avons pu interpreter le 



resultat de Finkelstein c'est-a-dire tisser un lien entre les n^— ions et ce qu'il avait appele 



les varietes d'hyperspin. Ces dernieres avaient ete introduites de fagon a concilier les varietes 
de spin (adaptees pour les espaces de dimension 2*^) et les theories de Kaluza-Klein (intro- 
duites pour incorporer la gravitation au cote des interactions fondamentales Ces varietes 
ont alors ete munies d'une n— metrique invariante sous SL{n,€), et redonnent, dans une cer- 
taine limite, la metrique de Minkowski. Cette limite pent etre interpretee algebriquement 
par I'inclusion des quaternions dans les n^— ions. 

Rappelons brievement nos resultats |^. La relation permet de construire les 



generateurs des m — ions a partir de ceux des n — ions (m < n) 



m—1 



/l — X/ ^k+l,k avec hm,m-l = ^0,m-l 
1=0 
m—1 

f2= ^''^kk, avec r = exp {2in/m) (1.3.1) 

i=0 

m—1 



1=0 



avec p('"l"), I'operateur de projection de sur C^^^^-^ que Ton identifie comme etant I'identi- 
te de Cf^rn\n)- Ainsi, il est facile de montrer que (on note C^^^j^-) I'algebre des m^— ions vue en 
tant que sous-algebre des n^— ions -voir EO] et la reference de Cartan donnee dans [HOl pour 



plus de details-) 

'''{m\n) ^{n-m\n) 



Cfmln) ® C'fn-mln) ^n" (1.3.2) 
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Si, pour les n^— ions, on utilise la representation matricielle ei = cri,e2 = (^2, 



n—l n—1 

a,b=0 a,b=0 
n-1 

avec 

6=0 



On pent, comme avant, definir une norme Hxlp" = det (XX*) (X n'est a priori pas 
hermitique), il apparait alors immediatement que le groupe de transformations preservant la 
metrique est ® SLR{n,€) ^ 



X' = LXR, (detX' = detX) (1.3.4) 
L, i? = exp I E ^ab^el4 I det L = det R = 1. 

V(a,fe)^(0,0) / 

On pent done construire les generateurs de SU{n) a partir des elements de C^, la relation 
entre SU{n) et les n^— ions a deja ete etudiee ||26|. On voit done que, tout comme les quater- 
nions permettent d'etudier la composition des rotations dans iR ^, les quaternions generalises 
conduisent a des resultats similaires pour SL{n,€). En outre, dans la limite ( |1.3.2|) le groupe 
d'invariance se reduit a SLi{m,(C) ® SLji{m,(C) ® SLi{n — m,€) ® SLfi{n — m,€). Ceci 
nous permet de retrouver, dans une certaine limite le groupe de Lorentz SL(2,€) ainsi 



que les resultats de Nous n'aborderons pas I'etude de cette limite. 

Le fait d'avoir insiste sur les quaternions generalises nous permet de mettre en avant un 
certain nombre de differences par rapport aux quaternions 

1. Les matrices de Pauli linearisent le polynome x'^ + y"^ + invariant sous 5*0(3), or 
5*0(3) est inclus dans 50(1,3), le groupe d'invariance des quaternions. Par contre, les 
matrices de Pauli generalisees permettent la linearisation de + + 2", polynome 
admettant un groupe discret de symetrie. 

2. Si on calcule, pour = 2, 

expU^a) = cos(0.0) + i sin(0.0)-^-^, 

0.0 

on obtient une relation fermee. Une telle relation n'est bien entendu plus vraie quand 
n>2. 



1.4 Applications 
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1.4 Applications 

Les applications des extensions des algebres de Clifford sont trop nombreuses pour que nous 
puissions en faire une presentation exhaustive. Nous nous limiterons done aux cas qui ont 
un rapport direct avec notre etude. On pourra se reporter a I'introduction de Kwasniewski 



T^, ou a la reference [0 ainsi qu'a p6| pour plus de precisions 



H. Weyl 1^ a le premier remarque que I'algebre conduisait naturellement a la 
mecanique quantique finie. Cette idee a ete renforcee par Schwinger MM qui a montre 



que (Ti et formaient un ensemble complet d'operateurs unitaires. A partir de ces 
points de depart, la mecanique quantique a pu etre obtenue comme une limite oii 
n oo de C^, autrement dit, les operateurs d'impulsion et de position, engendrant 
I'algebre de Heisenberg, ont ete derives dans cette limite [^. Resultats qui seront mis 
en lumiere au cours du chapitre prochain. 

Ces algebres, ainsi que les fonctions trigonometriques d'ordre n, apparaissent naturelle- 
ment dans des modeles generalisant le modele d'Ising. Ainsi dans le modele de Potts, 



la fonction de partition s'exprime a partir des matrices T . Le calcul n'a cependant 
pas pu etre mene jusqu'au bout. 



Nous avons montre qu'il etait possible, a partir du procede de linearisation de 



remplacer un systeme de m equations non-lineaires a m inconnues, par un systeme 
d'equations aux valeurs propres. Cette methode constitue une generalisation de la 
methode de Cramer pour un systeme quelconque. Nous avons, en outre, etudie la 
compatibilite d'un systeme contenant plus d'equations que d'inconnues, sans avoir a le 
resoudre explicitement. 

Grace a la structure graduee des extensions d'algebres de Clifford, et parce que 
ses generateurs sont dans une representation du groupe des tresses (voir la relation 
( |1.1.6|) ), il apparait que ces extensions joueront un role considerable lors de I'etude 
des deformations de certaines algebres, voir des groupes quantiques, ou de 1' extension 
des theories supersymetriques. Nous consacrerons les deux prochains chapitres a ces 
generalisations. 
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Chapter 2 



Algebre de Heisenberg q'— deformee et 

g— oscillateurs 



Etant donne que les particules elementaires apparaissent dans des representations appro- 
priees de groupes de symetrie, la classification de tels groupes va dans le sens d'une compre- 
hension des interactions fondamentales ainsi que des proprietes des particules. La premiere 
classification, pour les algebres de Lie compactes, a ete effectuee par Cartan. Depuis I'emer- 



gence de la supersymetrie on s'est rendu compte que cette nouvelle symetrie, depassant 
le cadre des algebres de Lie, permettait de combler un certain nombre de lacunes que le 
modele standard ne resolvait pas (hierarcliie, constante cosmologique, etc.). D'un point de 
vue mathematique, la classification des algebres supersymetriques (super-algebres) a ete 
menee a bien dans 

D'apres le theoreme de Noether les symetries fondamentales sont engendrees, apres la 
seconde quantification, par des courants conserves definis a partir des champs. Suivant le 
caractere bosonique ou fermionique, les champs seront quantifies par des relations de com- 
mutation ou d'anticommutation. On s'attend done a ce que toutes les (super-) algebres de 
Lie puissent se definir en termes d'oscillateurs. Si on introduit une serie de n oscillateurs 
bosoniques (ai,a|), il est facile de se convaincre que les elements Mij = ajaj engendrent 
I'algebre de Lie GL{n,€) |5( 



= 0, [tti, ttj] = 0. 



Ce resultat s'etend a toutes les algebres de Lie compactes [|^, |511. II pent meme etre generalise 
aux algebres de Lie non-compactes On pent egalement faire la meme construction avec 
une serie de n oscillateurs fermioniques et envisager une description analogue, avec des 
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oscillateurs bosoniques et fermioniques, pour les super-algebres de Lie (ainsi que les 
references contenues dans iPl). 



Pour les oscillateurs bosoniques, les operateurs de creation et d'annihilation sont associes 
a I'algebre de Heisenberg engendree par un operateur position et son moment conjugue. En 
ce qui concerne les fermions, c'est une algebre de Clifford qui correspond aux oscillateurs 
et les variables sont auto-conjuguees. Ces deux algebres ont des proprietes distinctes, les 
premieres n'admettent pas de representation de dimension finie alors que les secondes, si. Ce 
distinguo est bien evidemment lie aux statistiques differentes des deux systemes. Ces deux 
structures algebriques sont a la base d'un grand nombre de realisations concretes en physique 
des particules. 

Nous avons, lors du premier cliapitre, etudie des extensions de I'algebre de Clifford et 
de Grassmann, extensions engendrees par un polynome de degre n admettant une symetrie 
Zn- On pent done legitimement se demander si tout ce qui a pu etre fait avec succes pour 
les fermions, c'est-a-dire les algebres de Clifford et de Grassmann, est envisageable pour les 
algebres de Clifford generalisees. Etant donne que I'algebre de Clifford est une quantifica- 
tion de I'algebre de Grassmann (on reviendra sur ce point dans le cliapitre 3), il semble 
qu'un bon point de depart consiste en I'etude de I'algebre de Grassmann generalisee. 
La premiere etape va done consister a definir une variable conjuguee pour 6 G Q^, c'est- 
a-dire construire une derivation. Ce faisant, nous obtiendrons une algebre de Heisenberg 
g— deformee Tiq^n {q = exp {2i7i/n)) |5^, resultat qui sera reobtenu dans le cliapitre suiv- 
ant par quantification de On verra ensuite que Hg^n est connectee aux g— oscillateurs 
introduits independamment par Biedenharn et Macfarlane [5^]. Nous etudierons en detail 
cette structure algebrique. Ensuite, nous verrons comment etendre les resultats obtenus pour 
une variable lorsque plusieurs variables sont considerees. A la difference des polynomes 
quadratiques, suivant le comportement des differentes families d'oscillateurs, nous aurons 
une structure distincte. 

Tout comme I'algebre de Clifford s'avere etre I'outil de base pour la construction des 
theories supersymetriques, certaines algebres, obtenues par quantification de Q^, seront les 
elements permettant de construire des theories allant au-dela de la supersymetrie, extension 



dont nous parlerons dans le dernier chapitre |^ ^ 0, |6^, |6^, ^ 



Toutefois, une approche differente pent etre envisagee a partir des algebres de Heisenberg 
g— deformees ou des g— oscillateurs, qui consiste a introduire des deformations des symetries 
(groupes quantiques et algebres deformees |7^). II transparait une certaine similitude 
entre cette approche, que nous n'aborderons pas, et les structures que nous considerons. On 
pent s'en rendre compte en analysant les relations (|1.1.6|) et (|1.1.10| ) qui traduisent que les 
variables de Clifford et de Grassmann generalisees sont dans une representation du groupe 
des tresses. A cet egard, on verra que et admettent une i?— matrice (c.f. eq. (|2.3.3|)). Face 



2.1 Algebre de Heisenberg g— deformee 
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a la litterature abondante sur les groupes quantiques et les g— oscillateurs, nous renverrons 
le lecteur a la reference de J. Fuchs nous nous bornerons par la suite a evoquer certaines 
applications des groupes quantiques ou des algebres g— deformees ayant une relation plus ou 
moins directe avec nos resultats. Certains des resultats que nous allons presenter ont tres 
probablement des applications dans ce domaine, mais nous n'avons pas exploite cette voie. 

Notons enfin que les structures que nous considerons ont un champ d'application rela- 
tivement vaste dans le cadre des algebres de Lie generalisees |^ et ouvrent des perspectives 
a d'autres extensions possibles de la supersymetrie, que nous mentionnerons au chapitre 
suivant. 



2.1 Algebre de Heisenberg deformee 
2.1.1 Derivation 

Nous allons d'abord considerer I'algebre engendree par une variable 6*, telle que 6'" = 0. 
Une telle algebre est done constituee des polynomes de degre {n — 1) en 9, 

n-l 

Une derivation sur Q\ pent etre vue comme un automorphisme (infinitesimal) de Q\ sur 
elle-meme. Une telle approche pour munir d'une derivation a ete suivie par Filipov, Isaev 
et Kurdikov |Q et debouche alors sur une regie de Leibniz adaptee, comme nous allons le 



voir. Considerons done une derivation (9, egalement nilpotente ((9" = 0) qui, par definition, 
donne 



9(1) = 

die") 



na— 1 



(2.1.2) 



pour connaitre precisement le second membre de I'equation (|2.1.2|) , on utilise la regie de 
Leibniz adaptee 



d {9^) = d (9) + a9d {9) 9"-^ + ■■■ + a''-^9^-^d [9) . (2.1.3) 

Si a = ra, (9 : = — > 0, et done, 1 + a + ■ ■ ■ + = 0. De ce fait, a est une racine 
n— ieme de I'unite. II y a done {n — 1) derivees distinctes (a = g*) qui sont solutions, et 



1 — n^°- 

9,(n = Y3^^^""^ = w.^ 



a-l 



(2.1.4) 
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II est facile, a partir de ( |2.1.4| ), d'obtenir la relation constituant la definition de I'algebre de 
Heisenberg g*— deformee Tiqi^n 



diO - q'Odi = 1. 



(2.1.5) 



Une telle relation a ete mise en evidence pour la premiere fois dans puis utilisee par 



les auteurs des Refs. |60[ . Cette structure algebrique a ete redecouverte independamment 
par Baulieu et Floratos ansi que dans |72|. Elle pent etre reliee aux g— oscillateurs . 
Notons enfin que, si n n'est pas un nombre premier (n = nin2), les (n — 1) derivees obtenues 
ne sont pas toutes equivalentes. En effet, un calcul direct nous indique que di est nilpotente 
d'ordre n alors que dm est nilpotente d'ordre n2. Quoi qu'il en soit, independamment de n, il 
existe au moins deux derivees di = dg et (9„_i = 6g nilpotentes d'ordre n. On pent remarquer 
que les relations de definition des di contiennent les nombres g*— deformes = deja 
introduits par Euler, et ces nombres redonnent a dans la limite g — 1. Si on se limite aux 
algebres de Grassmann, il n'est pas utile d'introduire de tels nombres, du fait qu'ils sont 
caches. II s'ensuit done que la seule relation qui nous interesse est 86 = 1, etant donne que 
6^ = 0. 

La structure different ielle exhibee ( |2.1.5| ) n'est pas la seule envisageable et pour une etude 



systematique des diverses possibilites, on pent consulter la reference [^. Cependant, c'est 
la structure ( |2.1.5D qui s'averera etre la base de la generalisation de la supersymetrie que 
nous considererons au cours du chapitre 3. 



2.1.2 Representations 

II est bien connu que les variables de Grassmann admettent une representation de dimension 
2 conduisant a la description des fermions. II pent done s'averer utile de mettre en evidence 
les representations de I'algebre de Heinsenberg g— deformee. Une representation matricielle a 

, Nous avons montre que les representations de Hg^n 



ete construite dans les Ref. 



sont de dimension kn et seule, celle de dimension minimale, est irreductible. Pour aboutir 



a ce resultat, on pent proceder de trois manieres differentes. Soit montrer, par un calcul 

n-l 

1 soit 



direct mais tres fastidieux, que {xd + y6"' ^)"' ~ x" car J2 d°'9^ ^d^ " ^ ~ 



a=0 



utiliser les resultats des extensions de la supersymetrie basees sur les variables 9 et d 

qui conduisent au meme resultat, soit enfin, utiliser directement la representation matricielle 



||53| , |65| , p% . Celle-ci pent etre obtenue a partir de I'expression donnee pour 6 au chapitre 
sur les algebres de Grassmann generalisees ( |1.1.12|) , puis en resolvant I'equation (|2.1.5| ) pour 

t = 1 
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(2.1.6) 



II est amusant de constater que I'on peut relier les deux matrices ( p.l.6|) par une transforma- 
tion de Fourier finie dg = TQT~^ avec Tij = {j,\],^! '^i+j-n-i,o- On voit done, a partir des 
matrices ( |2.1.6| ), que {xd + y6"-^^)^ = {n — l}i\x"'^^y = {l}i • • ■ {a}i). Autrement 

dit, 9 et do engendrent une representation de I'algebre de Clifford du polynome x"'~^y. Ce 



faisant, Hq^n est une representation de C^r^-iy. Arguant que (|2.1.6| ) est une representation 
fidele de TCq^n, on en deduit que toutes les autres representations de TCq^n seront de dimension 
kn. On peut alors montrer que celles-ci sont reductibles et consistent en k copies de celle 



obtenue ci-dessus 57 



On munit alors Hg^n de la graduation naturelle gr(^) = 1, gr^dg 



1 (mod. n). Un 



calcul peu interessant, utilisant par exemple la representation matricielle ( p. 1.61) , permet de 
montrer que les matrices Ha, de graduation (voir section (1.1.2.1.)), sont engendrees par 
les n elements (1, dgO, ■ ■ ■ , dg^^O'^^^). Bien entendu, les matrices Hi+ai, de graduation a, sont 
obtenues egalement a partir des elements de graduation a de Hq^n- Les autres derivees di^i 
(de graduation —1) s'expriment done a partir de (6*""^, dg, dg9, ■ ■ ■ , dg~^9"-~'^) et I'algebre est 
completement specifiee par la donnee des trois elements q,9 et dg. II s'ensuit done 



1 



si n est premier 



D Tiqi n si n n'est pas premier et i divise n. 



(2.1.7) 



2.1.3 Inclusions 

On s'interesse maintenant a une variable de Grassmann generalisee d'ordre n = nin2, avec 



rii et n2 deux nombres premiers. Nous avons montre ||6^ qu' il est facile de construire, a 
partir de 9 et dg, 9i = 6*"^ G 'Hq^n^m = 'Hqi,ni C Hq^n, ainsi que la derivee dg-^, de graduation 
—Til (c.f. la remarque de la section precedente). On peut done obtenir I'algebre Tiq^.m comme 
une sous-algebre de Hq^n- On considere I'application 



/2 '■ 'Hq^n 
9 
dg 



9i = 

dg. 



(2.1. 
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on peut facilement se rendre compte que /2 est un homomorphisme d'algebre, et done que 
'Hqi,ni est isomorphe a 7ig_„/Ker(/2). II est egalement possible de definir un autre isomor- 
phisme: dg (dg)"'^ ]9 9i. Cette propriete sera fort utile dans le chapitre suivant. 



2.2 q-oscillateurs 

2.2.1 Algebre des oscillateurs 

Tout comme I'algebre de Heisenberg est reliee naturellement aux oscillateurs bosoniques, il 
est possible de construire, a partir de Hq^n, une algebre d'oscillateurs g— deformes (quand 
g = — 1, on a une coincidence triviale entre ces deux structures algebriques) . Notons tout 
d'abord que la representation matricielle nous permet de mettre en evidence un operateur 
nombre |^ 



^=Ej^/'dl (2.2.1) 

W,9] = 9, [^^,^e] = -^g. 

On peut alors montrer (en utilisant la representation matricielle par exemple) que I'on a 

g^ = CT3, 0-36' = g6'a3, a^dg = q'^dgcxs. (2.2.2) 

Enfin, a partir de ( p.l.5|) , on peut etablir le meme resultat, a savoir que {dg9 — 9dg)9 = 
q9{de9 - 9dg) et {dg9 - 9dg)dg = q-^dg{dg9 - 9dg) |5l, c'est-a-dire que dg9 - 9dg = g^. 



Pour introduire les g— oscillateurs, a partir de Hq^n-, on pose = 9a^ ^^^,a = ^^'^dg. On 
observe alors que 

aat = a-^'''dg9 = dg9a-^'\ a)a = q^/^9dga^^^\ (2.2.3) 
et on obtient done I'algebre des g-oscillateurs 

aat - gi/2ata = g-^/2 

aat - q-y^a^a = q-'^'^a; = q^l\ ^ ' ' ' 

En fait, la demonstration produite ici n'est rien d'autre que I'inverse de la demonstration 
primitive faite par Biedenharn |5^, permettant de passer du systeme a^a^ au systeme 9,dg. 



L'equation ( p.2.4| ), definissant le systeme de g-oscillateurs, est d'ailleurs vraie pour toutes 



les valeurs de g. Cependant, seulement lorsque g est une racine primitive de I'unite, I'algebre 
( p. 2. 41) est de dimension finie. L'espace de Fock est done constitue des etats , /c = 0, 1 ■ ■ ■, 



orthonormes |E4| 
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a\k) = J{k]\k-1) (2.2.5) 



M\k) = k\k), 

avec [x] = gi/2lg-i/2 ■ La representation de I'algebre des g— oscillateurs est done construite 
a partir d'un vide annihile par a. Etant donne que les relations de definition de Ti font 
intervenir g^^^ au lieu de g, il vient que (quand q est une racine primitive de I'unite) a et 
sont bien conjugues hermitiques I'un de I'autre {[k] est toujours positif). Lorsque q est reel 
c'est egalement le cas. En fait en etudiant I'algebre (|2.2.4| ) on voit que les equations sont 
stables par conjugaisons uniquement dans ces deux cas (pour q = exp{2in/n) etant donne 
que la seconde equation manquait dans les premiers articles, cette propriete n'avait pas ete 
observee) . 

On voit, a partir de ces relations, que si q est une racine primitive de I'unite, on a 
[n] = 0. Le caractere fini de I'espace de Hilbert est directement induit par le fait que les 
g-oscillateurs sont nilpotents. Les vecteurs d'etats \k) apparaissant dans I'equation (|2.2.5|) 



sont aussi construits a partir de 6 et dg, 6\k) = \J{k + 1}^ \k + 1) ,de \k) = ^{k}-^ \k — 1), 
le passage aux matrices ( p. 1.6 ) se faisant par un changement de base. 



Toujours lorsque q"' = 1, on pent trouver une autre representation dite cyclique, pour 
laquelle a |0) = et \n) ~ |0) |7^. II est interessant de constater que celle-ci admet comme 
point de depart I'algebre au lieu de I'algebre de Grassmann generalisee associee. C'est 
d'ailleurs en identifiant ai = exp{2in/nP), = exp{iQ), que, dans la limite n — > oo, on voit 
que P,Q engendre I'algebre de Heisenberg [^, 

II existe enfin une troisieme representation, construite a partir d'operateurs bosoniques 




A/'+i ; ■ 

Si q est une racine primitive de I'unite, celle-ci consiste en secteurs disconnectes les uns des 
autres. 



2.2.2 Base des etats coherents 

II est egalement possible, pour q arbitraire, de definir une base des etats coherents. Intro- 
duisons deux variables 6 et 6 satisfaisant 66 = q66, commutant avec a, et, lorsque q est 



une racine de I'unite, verifiant 6*" = = |53, |76|, 17^. On etablit alors simplement que 
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1^) 

a\e) 

m 



k y [fcj ! 

e\e) 

QP 



(2.2.6) 



Si on definit (g" = 1) 
{e\ e. On a done {e\p) 



(0| expg {aO^^ alors ee veeteur sera etat propre de : {9\ a) 



'[p]\ 



Bien entendu, la somme est finie si q est une racine primitive de I'unite. La fonction 



expg a; - ^ 



X] frr\i constituant une generalisation de la fonction exponentielle, joue un role cen- 

k ^ 

tral dans ce type de structures algebriques; elle est denommee exponentielle g— deformee. Elle 
est constituee de n termes quand g" = 1. C'est cette constation, nous permettant d'associer 
deux variables "classiques" (6', ^) au systeme (a, a''") ou a {6,de), qui constitue une seconde 
demonstration de I'assertion la quantification des variables 6 et 6 conduit a I'algebre 7iq,„ 
ou a celui des q- oscillateurs; ce procede de quantification a ete suivi dans [Q. Nous verrons 
une autre justification au chapitre suivant. L'introduction d'une base des etats coherents a 



ete redecouverte dans les references 52, 71 



L'algebre ( p.2.4| ) pent etre vue comme une deformation des relations de commutation de 
I'oscillateur bosonique, et, de ce fait, (a, a"'') a ete appele g— boson. II est egalement possible 
de definir une deformation de I'oscillateur fermionique ||7^, ^ en introduisant un signe 
dans la relation de commutation de I'equation ( |2.2.4| ). A partir de families de g— bosons, 
commutantes les unes par rapport aux autres, ou verifiant des relations plus compliquees, 
similaires a celles des variables de Grassmann et de Clifford generalisees ( [1.1.61 , 1.1.10 ), sui- 
vant la methode de Jordan-Wigner, une construction explicite des generateurs de certaines 



algebres deformees a ete obtenue ||5J, |73, ^ ^ II est egalement possible de construire 



des extensions g— deformees des algebres conformes 80, 73 ou des superalgebres 78, 81 . 



2.3 Famille de g-— oscillateurs 

Un certain nombre de raisons nous donnent envie d'aller au-dela du systeme constitue d'un 
oscillateur unique: ainsi par exemple, les resultats mentionnes au paragraphe precedent, et 
surtout le fait qu'un systeme physique n'est jamais constitue d'un seul oscillateur. A la 
difference de ce qui se passe pour les systemes bosoniques et fermioniques, oii le passage 
d'un oscillateur a un nombre arbitraire d'oscillateurs est unique (modulo une transformation 
de Klein pour les fermions), des que Ton considere les g— oscillateurs, ou les algebres de 
Heisenberg g— deformees, ce n'est plus vrai. Suivant les postulats de depart, on aura une 
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structure avec des proprietes distinctes et des covariances differentes, c'est-a-dire des groupes 
de stabilite distincts. 



2.3.1 Systemes de oscillateurs 

La fagon naturelle de considerer un systeme multi-oscillateurs consiste a introduire une 
famille de p g— bosons independants ou, ce qui revient au meme, p algebres de Heisenberg 
g— deformees commutantes &Hq^n = !> " ' 'P)- Ensuite, on definit une transfor- 

mation de Klein adaptee permettant, a partir des oscillateurs ^, d^, de construire un autre 
systeme. Bien evidemment, toutes les algebres construites par ce procede heriteront des pro- 
prietes de Hn,q', elles admettront en particulier une representation de dimension finie lorsque 
= 1. 

2.3.1.1. Quantification de I'algebre de Grassmann generalisee. 



A partir de p variables commutantes, il est facile de definir p variables g— mutantes, et 
ainsi de definir une algebre de Grassmann generalisee verifiant les relations ( |1.1.10|) . Si en 
outre on veut preserver la propriete de derivation ( |2.1.5| ), c'est-a-dire munir I'algebre d'une 
structure differentielle, nous avons montre qu'il n'y a qu'un choix unique pour exprimer 6i, dg^ 
en fonction de ^i, d^- 



do 



'Mi 



(2.3.1) 



On pent noter que la premiere expression, du fait de la propriete = a^, traduit les relations 
( |1.1.10| ). Les couples 9i,dg- verifient alors les relations de g-mutations suivantes 



6i6j = qOjOi, i < j 

ddide^ = qdg^dg^, i < j 

dg£, - qOidg^ = 1 (2.3.2) 

dg^Oj = q-^9jdg^, i<j 

dg^Oi = qOidg^, i < j. 

Une telle transformation est une adaptation de la transformation de Klein, engendrant a 
partir d' un systeme de p fermions commutant, un systeme de fermions anticommutant, aux 
systemes g— mutant. Ces relations ont egalement ete mises en evidence dans [|^. Ces auteurs 
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sont partis de la premiere equation des relations ( |2.3.2| ) et, en imposant une covariance sous 
le groupe Euclidien g— deforme, out obtenu le reste des relations. 



En outre, on pent montrer que I'espace ainsi construit admet une i?— matrice p3, R5| 



jlj2 



6^6% (l + (g - 1)5^^-) + (g - l/q)Sp%e(t, 



«2j 



(2.3.3) 



En interpretant R comme une application de 'Hqn ® T^qn dans elle-meme, et en indigant 



par 1,2 les elements du premier (second) espace, on pent reecrire ( |1.1.10|) sous la forme 
(i?i2 — q)6i02 = 0, avec 6(ii — ^2) = 1 si 12 > ii et zero sinon. Si maintenant, on considere le 



produit de trois espaces Hq^n ( 
de Yang-Baxter -R12-R23-R12 = 



'Hq^n^'Hq^n, uu calcul direct montre que R satisfait I'equation 



'q,n '<y ' ''q,n} 
-R23-R12-R23 



86 . 



2.3.1.2. L'hyperplan quantique. 

Une autre possibilite pour construire un systeme de g— oscillateurs est de faire agir les 
operateurs nombres symetriquement pour 6' et dg. Suivant le principe de la transformation 
de Klein, introduite au paragraphe precedent, definissons 



d 



les variables 77, djj satisfont alors 



j>i 
j>i 



(2.3.4) 



dmVi - qr]idr,, = 1 + (g - 1) E r]jd, 



J>1 



i < j 
i < j 
i +2 



(2.3.5) 



Une telle structure differentielle a ete obtenue par Wess et Zumino Bl] ainsi que Pusz et 



Woronowicz en imposant une covariance sous le groupe quantique GLq{p). La dissymetrie 
entre les variables se resume dans la propriete d^.^j — ^jd^^ = q^^ = 1 + (g — l)^jd^^. 



Bien que les relations de definition de ( p.3.2| ) et de ( p.3.5| ) soient differentes, elle presentent 
une certaine analogic. Ces relations, vraies pour toutes les valeurs de g, se singularisent 
lorsque g" = 1. En effet, pour les racines de I'unite, on pent trouver des representations 
matricielles pour Oi^dg- ainsi que rji^dr^ (voir equations (|1.1.12| )). Avec les notations que 
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nous avons choisies, pour pouvoir comparer les algebres apparaissant dans les deux sous- 
sections precedentes, il faut faire la substitution q — > g^/^. Si g = —1 pour la premiere 
algebre (c'est-a-dire g^/^ = — 1 pour la seconde), les deux structures construites sont iden- 
tiques et correspondent a un systeme de p oscillateurs fermioniques. La difference dans ces 
deux extensions reside dans leur groupe de stabilite; il est a posteriori evident que ( |2.3.2| ) 
et (|2.3.5| ) n'admettent pas le meme groupe de covariance. Car, si on adoptait I'hypotliese 
contraire, on pourrait passer des premieres relations aux secondes. Pour les fermions, ces 



deux series d'oscillateurs peuvent etre construites a partir de I'algebre de Clifford 
Cette propriete traduit simplement le fait que les matrices 7 engendrent la representation 
spinorielle de S0{2p). Maintenant, si g est une racine primitive tt,— ieme de I'unite, on pent 
bien sur construire les variables 6i a partir des elements de I'algebre de Clifford generalisee 
(en prenant par exemple / = dans I'equation (|1 . 1 . 1 1|) ) ; mais nous ne sommes pas en mesure 
de construire une derivation en considerant les variables 6f\ C'est encore une limitation des 
polynomes de degre superieur a 2 par rapport aux quadratiques. 

2.3.1.3. Extensions alternatives. 

A partir de p series de g— oscillateurs, en introduisant des transformations bien choisies, 
nous avons ete capables de construire deux systemes distincts. II existe une autre extension 



possible, appelee quons |8^, et n'ayant pas de rapport avec les oscillateurs g— deformes. La 
difference essentielle entre ce systeme et les precedents est que nuUe relation de commutation 
entre les differentes families d'oscillateurs n'est connue, excepte 

di9j-q9jdi = 5ij. (2.3.6) 

D'autres possibilites peuvent encore etre introduites. Les arguments conduisant a ces 
extensions sont evidemment differents de ceux consideres jusqu'a present. Ainsi, dans le 
chapitre suivant, d'autres possibilites, justifiees par la coherence du systeme que nous utilis- 
erons, seront a la base d'extensions differentes. 



Formellement, toutes ces g— generalisations peuvent etre introduites quelle que soit la 
dimension de I'espace-temps, mais d'apres le theoreme spin-statistique, les seules extensions 
envisageables des fermions et des bosons sont les parafermions et les parabosons 2^|. 
Cependant, on pent profiter de I'existence de dimensions "exceptionnelles" pour introduire 
de telles series d'oscillateurs sans violation du theoreme spin-statisque. C'est ce que nous 
ferons dans le chapitre suivant. 
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2.3.2 Integration 



Pour les variables de Grassmann, Berezin a montre que Ton pouvait definir une integration 
adaptee. En utilisant des arguments similaires, nous avons etabli qu' il est possible d'introduire 



une integration pour les variables de Grassmann generalisees [^. En imposant I'invariance 
par translation, on obtient 



J = {n- l}i\6a,n-l, 



(2.3.7) 



. n-l 



on identifie done J d6 = (^-^^ . La normalisation apparaissant dans I'equation ( |2.3.7D 
etant parfaitement arbitraire, on aurait pu egalement definir I'integration a partir d'une 
autre derivee. Une telle formule d'integration a aussi ete obtenue par un certain nombre 
d'auteurs |]52|, |76|. La relation ( |2.3.7| ) est definie pour les racines de I'unite; cependant, 
rien ne restreint q de la sorte. II est egalement possible de considerer une derivation et une 
integration lorsque q est quelconque |]76|, |52 |. 

L'etape ulterieure consiste a considerer une integration quand plusieurs variables de 
Grassmann generalisees sont introduites. Nous nous limiterons a une integration associee 
au systeme ( |2.3.2| ). Ce qui revient a dire que 



9i6j 



qOjdi, i < j 

J dOi J dOj = q J dOj J d9i, i < j 

J dOiOj = qOj J dOi, i<] 

[ jde,e, = q-%jdej, kj. 



(2.3.8) 



Ceci equivaut a imposer que les differentes integrations soient "emboitees" les unes dans les 
autres, c'est-a-dire, que pour une fonction 

{ai}=0,---,n-l 



on a 



i=p 



(2.3.9) 



apres integration successive sur les variables 9i, - ■ ■ ,9p. 

2.3.2.1. Integration et base des etats coherents. 

A partir des formules d'integration, il devient possible de deduire les diverses grandeurs 
en fonction de 6^ et ^ et de la base des etats coherents. 



En notant que la relation de fermeture pent se reecrire |52 
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n-1 

\p) {p\ 

p=0 



dede 

[n-1]! 



exn {-99) \9) {9\ = 1, 



il est alors possible de reexprimer un vecteur d'etat 



n-1 

E -ipp \p) 

p=0 



n-1 



m = {9\^|J) =Y.i^p 



p=0 

n-1 

m = {x\o) =Ex; 

p=0 



(2.3.10) 



(2.3.11) 



p=o ■ vH- p=o '^vH 

ainsi qu'un operateur (en introduisant deux couples 9, 9 et 9', 9' commutants) p 



n-1 

A = J2A„ \p) {q\ 

p,q=0 

n-1 

Ai9,9') = {9\A\9')= Y: A„- 



(2.3.12) 



01 0P' 



Ainsi, en utilisant la relation de fermeture, on obtient 
fait, les vecteurs 



/l^xW(^),et de ce 



'[p]\ 



definissent une base orthonormee |73| 



Ce faisant, la base des etats colierents permet, par Tintermediaire d'une integration de 
Berezin, adaptee aux variables de Grassmann generalisees, d'obtenir une representation de 
I'espace des etats de I'oscillateur g— deforme (ou bien de ?ig,n) a partir d'un jeu de vari- 



ables 9, 9 Les proprietes d'un syteme decrit par une algebre T-iq^n pourront done etre 

deduites de variables classiques en utilisant une integrale de chemin adaptee. 



2.3.2.2. Changement de variables 



En supersymetrie, la construction d'actions invariantes passe par la consideration d'inte- 
grales sur des variables bosoniques et fermioniques. Nous serons amenes, lors de I'etude de 
symetries au-dela de la supersymetrie, a definir des integrations oii les variables de Grassmann 
generalisees et de type bosonique seront considerees simultanement. Nous avons etabli, quand 
n = 3 ||62|, des relations analogues a celle du superdeterminant. Ces formules de changement 



de base se font en suivant mot pour mot la demonstration de Berezin . Soient k variables 
bosoniques Xa et p variables de Grassmann generalisees 6'j. On considere le changement de 
base 



x' = xA + 9B 
9' = xC + 9D, 



(2.3.13) 
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ou A est une matrice k x k de graduation 0, B une matrice k x p de graduation —1, C une 
matrice px k de graduation 1 et enfin D une matrice pxp de graduation 0. On obtient alors 

J dx"'de'P = det{A - BD-^C) (det D)"^""^^ j dx^dO^. (2.3.14) 

Cette relation est une generalisation directe du superdeterminant apparaissant dans les 
theories supersymetriques |^ . 

2.3.2.3. Integrale de chemin 

Les relations d'integration et de changement de base introduites ci-avant vont etre utiles 
pour etablir la construction d'actions invariantes. Au niveau quantique, nous avons besoin 
de definir des integrales de chemin. Le passage d'une integration de dimension infinie se fait 
comme d'habitude en considerant, dans un premier temps, une integration de dimension 
finie, puis en prenant la limite infinie. A cet egard, introduisons deux series de variables 
de Grassmann generalisees 9\ I = 1, ■ ■ ■ et i = 1,2 de graduation respective gr(6'^) = 1 
et gT{9j) = —1. Ces deux variables peuvent etre comprises comme la version classique des 
operateurs 9i,dg^. On pent supposer que Ton a une relation d'ordre < {j,k) si i < j 
on i = j et i < k, permettant de definir des relations de g— mutation entre les 9, ou tout 
simplement que les differents couples commutent. Cette derniere alternative est preferable 
etant donne que dans la limite continue, 9} et 9}_^_i commutent. Nous avons montre que I'on 
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J d''9'd''9^e'"^'" = AT (det A)""^ . (2.3.15) 

En effet, la forme quadratique A pent etre diagonalisee en utilisant deux transformations 
unitaires Ji,J2- diag=JiAJ2- Ensuite, en utilisant les relations de changement de base 
( p.3.14|) et les lois d'integration sur les variables de Grassmann generahsees ( p.3.9|) , on ob- 



tient ( |2.3.15| ). Le coefficient TV est calculable, il provient d'une part des integrales sur les 9 



et d'autre part, des commutations des differentes variables. II pent done etre reabsorbe dans 
la mesure d'integration. Si d'autres relations de g— mutation entre les couples de variables 
9 sont definies, en choisissant une normalisation appropriee dans la mesure d'integration, le 
resultat reste inchange car les proprietes primordiales sont {9j)^ = 0, et la relation ( |2.3.7| ). 
Des resultats similaires pour les variables de Grassmann generalisees d'ordre 3 ont egalement 
ete obtenus par Matheus-Valle et al dans |E7|. 



Dans cette partie, nous nous sommes concentres sur les proprietes des g— oscillateurs, 
ou de H-q^n I'algebre de Heisenberg g— deformee. Nous avons mentionne leurs applications a 



2.3 Famille de g— oscillateurs 
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I'etude des representations des algebres g— deformees. C'est d'ailleurs la raison pour laquelle 
Macfarlane et Biedenharn [Q] avaient considere de telles deformations (ils voulaient obtenir 
des representations de SUg{2)). 

La raison pour laquelle nous nous sommes interesses a ces structures est differente. Nous 
verrons dans le chapitre suivant que les variables 6 et dg vont etre a la base d'une symetrie 
generalisant la supersymetrie. 



48 Algebre de Heisenberg deformee et g'— oscillateurs 



Chapter 3 



Extension de la supersymetrie: 
Supersymetrie fractionnaire 

La formulation des theories decrivant les particules elementaires par exemple est intime- 
ment correlee aux symetries sous-jacentes. De ce fait, les particules vont etre classees en 
representations irreductibles du groupe de symetries fondamentales de I'espace-temps, c'est- 
a-dire du groupe de Poincare. Par ailleurs, on salt que d'une part, une fois ce groupe jauge (ou 
plus exactement le sous-groupe des translations), on obtient une description de I'interaction 
gravitationnelle et que d'autre part, la notion de groupe de Lie compact permet de decrire les 
interactions fondamentales ou de jauge. En outre, d'apres le theoreme de Noether, on pent 
connecter les generateurs des groupes de symetries aux quantites conservees, construites 
directement a partir de la densite lagrangienne. Les generateurs ainsi obtenus agiront sur 
I'espace de Hilbert decrivant les etats accessibles du systeme considere. 

En theorie quantique des champs relativistes, les processus d'interaction entre partic- 
ules (diffusion, creation, etc) sont decrits par I'intermediaire d'une quantite fondamentale, 
la matrice S. Celle-ci permet de relier les etats entrants aux etats sortants. Un certain 
nombre de contraintes physiques restreint considerablement les symetries de la theorie. En 
effet, si on impose I'unitarite de la matrice S, ainsi qu'un spectre de particules massives 
discret et un intervalle d'energie non-nul entre les etats a une particule et le vide, deux 
theoremes limitent fortement les symetries envisageables. Si on recherche une theorie decrite 
dans le cadre d'algebres de Lie, le theoreme de Coleman et Mandula [^] implique une ex- 
tension triviale de I'algebre de Poincare. Ceci revient a dire que Ton obtient une structure 
du type P ® G, oil P est le groupe de Poincare et G un groupe de symetries internes, 
dont les generateurs sont des scalaires de Lorentz, susceptibles de decrire les interactions 
de jauge. Si maintenant on s'interesse au cas non-massif, on sort des conditions de validite 
du theoreme de Coleman et Mandula, le groupe des symetries fondamentales n'est plus le 
groupe de Poincare, mais le groupe conforme. Si on va au-dela des algebres de Lie de fagon 
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a permettre la prise en compte de super-algebres de Lie, c'est-a-dire que Ton introduise des 
generateurs dans une representation fermionique du groupe de Poincare, le theroreme de 



Haag, Lopuszanski et Sohnius ||9T| impose que les generateurs supplementaires soient dans 
la representation spinorielle du groupe de Lorentz. Une telle extension est bien evidemment 
non-triviale. D'apres le theoreme spin-statistique, il semble done qu'il existe une unique 
extension non-triviale de I'algebre de Poincare, au nombre de supercharges pres. 

Ainsi, il apparait que ces deux theoremes mettent un point final aux types de symetries 
envisageables. Mais, si Ton regarde de plus pres les conditions de validite des theoremes de 
Coleman & Mandula et de Haag, Lopuszanski & Sohnius, il devient possible, sous certaines 
conditions, d'envisager des symetries allant au-dela de la supersymetrie. On pent classer les 
extensions permises en deux grandes categories: Pour les premieres, on introduit une serie 
de generateurs sans faire appel aux representations du groupe de Lorentz alors que pour les 
secondes, on impose que les nouveaux generateurs soient dans une representation appropriee 
du groupe de Lorentz. 

En ce qui concerne les premiers types d'extensions realisables, une premiere possibilite 
passe par les groupes quantiques et I'espace-temps se trouve alors defini par une struc- 
ture non- commutative et le groupe de symetrie devient le groupe de Poincare g— deforme 
1 9^ . On pent egalement supposer que les generateurs du groupe de Poincare eux-memes 
admettent, outre leurs indices d'espace-temps, des indices internes. II est alors possible, en 



utilisant le formalisme des algebres de Lie generalisees [Q, de construire une extension 
de I'algebre de Poincare graduee \d3\. Une troisieme alternative consiste a introduire 
des algebres graduees dont les relations de fermeture se font via des relations d'ordre 
n associees a une symetrie interne, au lieu de relations quadratiques @]. Quant aux se- 
conds types d'extensions envisageables, on admet comme point de depart que les nouveaux 
generateurs sont dans une representation du groupe de Lorentz qui n'est ni bosonique, ni 
fermionique. La premiere possibilite passe par les parafermions p^, Ce faisant, on va con- 
siderer des algebres admettant une structure trilineaire et conduisant a la parasupersymetrie 
p5| , p6[] ; appliquee aux symetries de I'espace-temps, on pent alors construire une extension 
parasupersymetrique (PSUSY) du groupe de Poincare ^T^. La derniere possibilite, celle que 
nous avons suivie, reside dans I'existence de dimensions exceptionnelles, pour lesquelles il 
est possible d'envisager des champs ni bosoniques ou fermioniques, ni parabosoniques ou 
parafermioniques. Une telle symetrie, appelee supersymetrie fractionnaire (FSUSY), a ete 



consideree par un certain nombre d'auteurs ^ jG^, |6^, ^ 



En 

fait, a I'origine, la PSUSY |^ et la FSUSY ^ avaient ete introduites dans le but 
de decrire un systeme quantique presentant une degenerescence du spectre, c'est-a-dire une 
symetrie cachee; de telles symetries sont directement inspirees de la mecanique quantique 
supersymetrique consideree par Witten [ |100|| . 
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Dans ce chapitre, nous allons nous interesser a la supersymetrie fractionnaire et nous 
allons etudier ses implications en theorie des champs. Nous allons done rechercher des dimen- 
sions de I'espace-temps pour lesquelles il est possible d'envisager d'autres types de champs. II 
est interessant de souligner que tout le formalisme que nous avons developpe jusqu'a present 
trouve une application naturelle dans le cadre de la FSUSY. Pour resumer sommairement, on 
pent affirmer que les extensions des algebres de Clifford et de Grassmann, developpees dans le 
premier chapitre, conduisent aux g— oscillateurs ou aux algebres de Heisenberg g— deformees. 
Nous allons mettre en evidence le fait que, grace a la structure mathematique inherente aux 
g— oscillateurs, on pent construire une theorie des champs ayant une structure graduee. 
On va done introduire des generateurs generalisant les generateurs bosoniques/fermioniques, 
ou generateurs ^2~gradues (les bosons, fermions etant respectivement pairs, impairs). De 
prime abord, la prise en compte de tels types de generateurs semble etre en opposition avec 
les resultats de la theorie des representations du groupe de Lorentz oii seuls des champs 
de spin entier/demi-entier existent. C'est a ce stade que la prise en compte des dimensions 
exceptionnelles prend corps (de fagon identique, ce n'est pas de I'etude generale de SO{n) 
que Ton pent obtenir les proprietes de trialite de SO (8)). 

Lorsque la dimension de I'espace-temps est 1, le groupe des rotations est inexistant, le seul 
generateur reside alors dans les translations sur I'axe du temps. La supersymetrie fraction- 
naire d'ordre F consiste alors en la prise en consideration d'un generateur Q s'interpretant 
comme la racine F— ieme du Hamiltonien {Q^ = dt). Nous avons applique une telle symetrie 
dans le formalisme de la ligne d'univers oii, dans un langage issu des cordes, les proprietes 



spatio-temporelles peuvent etre deduites de celles sur la ligne d'univers resultats que 
nous allons developper dans une premiere section apres avoir construit une version locale 
de la supersymetrie fractionnaire, que nous avons appelee supergravite fractionnaire. En 
suivant le formalisme de la quantification avec contraintes developpe par Dirac, nous avons 
derive une equation pour laquelle I'operateur de base est une racine cubique de I'operateur 
de Klein-Gordon (F = 3). 

Dans les espaces de dimension 2, si on se limite aux etats de masse nulle, on pent tirer 
parti de I'invariance conforme et de I'algebre de Virasoro. On pent done profiter de I'existence 
de champs de spin (plus exactement de poids conforme) arbitraire et introduire en plus du 
tenseur energie- impulsion de poids conformes 2, un generateur de poids conformes 1+1 /F |Q 
|64| . Une telle extension contiendra des champs primaires de poids conformes {0,1/F, ■ ■ ■ , {F— 
1)/F). Nous allons nous attacher a definir une telle symetrie dans la seconde section, oii 
nous construirons explicitement I'algebre (OPE) et nous verrons que la coherence impose les 
relations de commutation entre les differents oscillateurs (g— oscillateurs) apparaissant dans 
la theorie, ainsi qu'un theoreme de Wick adapte. 

Enfin, le dernier cas particulier est celui des espaces de dimension 1+2, oii des etats de spin 
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arbitraire existent. Les anyons ont ete mis en evidence pour la premiere fois par Leinaas et 



Myrheim ||101|| . On pent comprendre I'existence de telles particules de deux fagons differentes. 
Premierement, en dimension 3 un systeme de plusieurs particules est dans une representation 
du groupe des tresses, et non des permutations, et le systeme pent done prendre une phase 
arbitraire (differente de 1 ou —1) quand on permute les particules. Secundo, le petit groupe, 
associe aux etats massifs est 5*0(2) (le groupe de recouvrement universel de S0{2)). Un tel 
groupe n'etant pas quantifie, la fonction d'onde, de dimension 1, pent prendre une phase 
arbitraire apres une rotation de 2tt. Nous avons alors, en considerant des operateurs dans 
une representation "anyonique" de 5*0(1,2), pu definir une extension non-triviale de la su- 
persymetrie. Cette symetrie sera une symetrie entre les differents champs anyoniques ||68|| . 
Nous presenterons nos resultats dans la troisieme section. 

Le point commun a Z) = 1, 2, 3 est que si F = 2, on retrouve la supersymetrie usuelle. 
De plus, tout comme en supersymetrie, la FSUSY est une symetrie agissant sur des champs 
de graduations (0, 1, ■ ■ ■ F — 1), generalisant le concept de boson ou de fermion. Ensuite, on 
observe que le formalisme du superespace developpe dans le cadre de la supersymetrie trouve 
une extension naturelle en termes de 7ig,F, I'algebre de Heisenberg g— deformee. Notons enfin 
qu'une classification de cette famille de theories apparait. Ainsi, si F = F1F2, une theorie 
FSUSY d'ordre F sera automatiquement FSUSY d'ordre Fi ou F2. 



Bien que le point de depart des algebres FSUSY et celui considere dans soit different, 
on pent relever un certain nombre de points communs. En effet, dans ces references, une 
algebre admettant une structure ternaire a ete construite (qui correspond k F = 3). Les 
structures fondamentales qui transparaissent lors de la construction de cette algebre sont une 
representation non-fidele de I'algebre 3— exterieure et de I'algebre de Clifford du polynome 
xl + ■ ■ ■, representation differente des algebres de Grassmann et de Clifford generalisees 
apparaissant dans les theories FSUSY. Cette approche debouche egalement sur une extension 
de la supersymetrie pour laquelle les generateurs des translations sont obtenus a partir de 
relations d'ordre 3. 

Recemment, il a ete montre que la supersymetrie fractionnaire en dimension 1, tout 
comme la supersymetrie, pouvait etre obtenue comme une certaine limite de la ligne "tres- 
see" (braided line) ||9^. Cette interpretation geometrique de la FSUSY permet egalement 
de montrer que I'approche des groupes quantiques et les extensions supersymetriques ou 
supersymetriques fractionnaires sont correlees, du moins en dimension 1. Evidemment, en 
utilisant un tel formalisme, on pent se poser la question de la pertinence de I'extension de 
ces resultats en dimension 2 et 3, et se demander si, quand la dimension de I'espace-temps 
est superieure ou egale a 4, on pent montrer que la supersymetrie est la symetrie la plus 
generale que Ton puisse considerer. 



3.1 Supersymetrie fractionnaire en dimension 1 
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Comme nous I'avons mentionne ci-avant, la FSUSY avait ete introduite pour la description 
de systemes quantiques presentant une symetrie cachee. Cependant, on pent en donner une 
autre interpretation. Parallelement aux theories de cordes s'est developpe le formalisme de 
la ligne d'univers. En theorie des (super-) cordes, les proprietes d'espace-temps sont induites 
par celles de la surface d'univers de la corde. Les representations du groupe de jauge sont 
controlees par I'algebre de Kac-Moody ||102|| et celles du groupe de Poincare par I'invariance 
super-conforme Un tel formalisme a en fait ete inspire par les resultats obtenus a 
une dimension. En effet, par une description des symetries sur la ligne d'univers, on pent 
obtenir une formulation des champs relativistes et meme une theorie quantique des champs 
103| , |104| , |105| , |106| , |107| , |108|| . L'essence d'une telle approche reside dans I'introduction de 



variables de Grassmann pour la prise en compte des degres de hberte de spin ||103| , |104| , |105 
ou de jauge [|106 |. 



Etant donnees les proprietes de la ligne d'univers, les variables de Grassmann, associees 
aux particules de spin 1/2, ne sont pas les plus generales que Ton puisse definir. 



3.1.1 Groupe d'invariance de la ligne d'univers 

On considere une variete Riemanienne TZi de dimension 1 decrite par une seule coordonnee 

r et representant la trajectoire d'une particule ponctuelle. On note g sa metrique, les 

symboles ( ) permettent de garder la trace du caractere tensoriel du tenseur metrique. 

En effet, de prime abord, les proprietes geometriques de TZi semblent triviales du fait que 
tons les tenseurs paraissent identiques. La variete TZi est invariante sous le groupe des 
diffeomorphismes t' ^ t — f{T). Une particularite des diffeomorphismes en dimension 1 est 
que, par definition, ils conservent la metrique a un facteur d'echelle pres et done coincident 
avec les transformations conformes. Dans le formalisme des actions effectives ou lors des 
corrections quantiques a une boucle, la ligne d'univers a la topologie d'un cercle et il devient 
possible de developper la fonction / en serie de Laurent: le groupe des diffeomorphismes du 



cercle s'identifie alors avec I'algebre de Virasoro sans charge centrale [ 1U9 (£„ = ^e^'r"^ A) 



T representant la circonference du cercle. C'est cette propriete remarquable qui permet de 
considerer un champ "de poids conforme" arbitraire. Un tel champ $/i(t), de poids conforme 
h, admet la loi de transformation 

pour un tenseur d'ordre {p,q), h = p — q. Pour eviter les problemes de racine carree de 
nombres negatifs, on impose la fonction / croissante. 
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Lorsque la dimension est 1, le tenseur de courbure est nul et il n'y a pas de connexion de 
spin au sens usuel du terme. Cependant, il est possible de definir une derivee covariante. En 
remarquant que le symbole de Christoffel vaut F = e/e, on introduit la derivee covariante 

V<l',(r) = $,(r)-/i-<l>,(r), (3.1.2) 

e 

et on pent reecrire la loi de transformation ( ^.I.ID au niveau infinitesimal, en notant que /, 
tout comme r, est de poids conforme —1. 



6fMT) = $Ur)-$,(r) 

= f{T)Mr) + hf{T)Mr) 
= f{T)VMr) + hVf{r)Mr) 



(3.1.3) 



Nous avons utilise cette description pour interpreter les resultats connus sur la super- 
gravite en dimension 1 et leur relation avec la description des champs relativistes de spin 



1/2 ||110||. Nous allons maintenant, a partir de ce formalisme, donner un nouvel eclairage sur 



ce que nous avons obtenu sur la supersymetrie fractionnaire en dimension 1 |62 



3.1.2 De la ligne d'univers a la super-ligne d'univers 

La supersymetrie correspond a I'adjonction, au cote de if = dt, d'un generateur Q verifiant 
la relation fondamentale = H. Une maniere rapide de construire une theorie super- 
symetrique passe par I'introduction de variables de Grassmann 6, vues comme les parte- 
naires supersymetriques des composantes d'espace-temps. Le concept de superespace (t, 6) 
ainsi defini pent etre introduit plus formellement en utilisant la notion d'espace quotient 

ig. 

La FSUSY a une dimension est done engendree par deux generateurs Q et H satisfaisant 
les relations 



[Q,H] = (3.1.4) 
= H. 

Le Hamiltonien engendre les translations dans le temps et Q les transformations FSUSY. II 
est important de noter que ( |3.1.4| ) ne definit ni une algebre de Lie ni une super-algebre de 
Lie etant donne que les relations de fermeture ne sont pas quadratiques mais d'ordre F. Une 
question qui sera recurrente tout au long de ce chapitre concerne le statut de (Q^, ■ ■ ■ , Q^^^). 
Parmi les puissances de Q, peut-on exhiber d'autres generateurs associes a une symetrie plus 
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large? On verra que si F n'est pas un nombre premier, et si p divise F, alors sera un tel 
generateur. Cette propriete, independante de la dimension de I'espace temps, a ete demontree 



en dimension 2 641 et 3 l6 



Avec comme algebre de base ( p.l.4|) , en utilisant un formalisme inspire des superespaces, 
nous allons construire une theorie invariante par transformation FSUSY On considere 
9, une variable de Grassmann generalisee d'ordre F, reelle, et 89,60 ses derivees associees. 
En reprenant la terminologie du chapitre precedent, les variables t, 9 seront de graduation 
0, 1 dans Zp. 

Comme en SUSY, on introduit alors la notion de superespace fractionnaire {t,9), avec 9 
une variable de Grassmann generalisee reelle, par sa parametrisation 



exp^, {tH + 9Q) = exp (tH) exp^ {9Q) . (3.1.5) 

F-l „ 

L'exponentielle g— deformee consideree dans ce chapitre est expg(x) = J2 j^ti, ^'^^c {n}i = 

n=0 

{n} defini dans le chapitre 2. On remarque alors que lorsque F = 2 on a exp^^_i{x) = exp(a;) 
si = 0, c'est la raison pour laquelle en supersymetrie, point n'est besoin de definir des 
exponent ielles —1 deformees. 

On considere alors les deux symetries globales engendrees respectivement par H et Q. 
On note / le parametre de la transformation associe a if et e celui associe a Q. On obtient 
alors, en utilisant les relations de g— mutation 

Q9 = q-^9Q, Qe = q-hQ, 9e = qe9, (3.1.6) 
ainsi que le fait que la somme exp^ est finie (elle s'arrete a I'ordre F) 



exp 



gr 



exp 



{-fH + eQ)exp 
exp {{t-f + 



gr 
F-l 

a=0 



(tH + 9Q) 

^aQF—a 



}H) exp„ 



{a}i\{F-a}i\ 

En fait, nous avons explicitement demontre une telle loi de transformation pour F 
|6^ et nous avons utilise les resultats etablis dans 



(3.1.7) 

[9 + e]Q). 



pour F quelconque. Dans [51 



il est montre qu'une telle transformation admet une structure de groupe. Les relations de 
g— mutation sont en fait imposees, leurs justifications sont donnees dans I'appendice de [|52| . 
On pent montrer, du fait des relations de g— mutation ( |3.1.6| ), que t' est reel (lorsque F pair 
on doit alors effectuer un changement de normalisation, par exemple en SUSY t' = ie9). En 
anticipant sur la suite, on pent trouver trois autres justifications des relations de g— mutation 
proposees. Elle permettent d'assurer que = 9^ = conduisent bien a (e + 6*)^ = (voir 
chap.l sur les algebres de Grassmann generalisees) . On pent egalement deduire de (|3.1.6D 
que eQ commute avec la derivee covariante et verifie la regie de Leibniz p5| (voir ci-apres). 
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3.1.3 Action invariante par transformations FSUSY 
3.1.3.1. F est un nombre premier 

On considere un champ scalaire reel defini sur la superligne fractionnaire et on se restreint 
au cas oil F est un nombre premier 

9) = x{t) + g"'/'^>n(t). (3.1.8) 

n=l 

Les composantes de cf) generalisent le concept de fermion et de boson. Elles satisfont ip^ = 
0, n 7^ et sont de graduation {—n) {x = ipo est de graduation 0) dans et de ce fait 
ipF-n a les memes proprietes que 6'". Dans le formalisme developpe dans la section (3.1.1), en 
notant que 6 est de poids conforme —1/F, on voit que les champs ipn sont de poids conforme 
n/F. On postule alors les relations de g— mutation 



ex{t) = x{t)e 

0Mt) = q-^'MtW (3.1.9) 

Les deux premieres traduisent que 6 est un compteur de graduation et la troisieme prendra 
tout son sens lorsque Ton montrera que la quantification du systeme (■?/'„, V'F-n) conduit a 
une algebre de Heisenberg g"— deformee. Si on choisit les composantes ipn reelles, les relations 
de g— mutation (p.l.9|) et la normalisation ( p.l.8|) nous indiquent que le superchamp est 
reel. On indique egalement que les champs tpn et ipp ont les memes relations de g— mutation 
que ipn et ipp 0, |2|- 

Si dans la loi de transformation ( |3.1.7|) , on ne tient pas compte du facteur q~^^^^^)l'^^ 
de fagon a avoir des notations coherentes avec celles de la litterature (en remplagant e — >■ 
^-F(F-i)/2g'j^ et que Ton considere t' et 6' au niveau infinitesimal, on obtient 



5,x{t) = q'/'eMt) 
5eMt) = g'/'{n + l}ie^„+i(t), a = l,---,F-2 (3.1.10) 

5,VF-i(t) = (-l)V/'^^^ d^t)- 

On constate que les deux membres des equations ont, comme il se doit, la meme gradua- 
tion. Tout comme en supersymetrie, le parametre de la transformation e n'est pas de type 
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bosonique. En notant que e satisfait les memes relations de g— mutation avec les cliamps 
que 6*, on observe que ipnit) = ipnif) + 5e^n(^) (V'o = ne satisfont pas les relations de 



g— mutation (|3.1.9| ). Pour remedier a ce probleme, Matheus Valle et al ont introduit des 
cocycles pour corriger la statistique. Nonobstant, il n'est pas necessaire d'introduire de tels 
cocycles. En effet, ce n'est pas ip^ii) qui doit se comporter vis-a-vis de 6 comme ipnit), mais 
ipn{t')- On pent verifier que ces derniers ont le bon comportement. Le fait que ipnit) ne 
verifie pas ( p.l.9| ) n'est pas etonnant car on est passe de ipnit') a i'nit) en effectuant un 
developpement de Taylor, brisant explicitement la symetrie dans le superespace. 



(1-9) 



F-1 



Les relations (|3.1.1CI| ) nous indiquent que Ton pent definir 1' operateur Q = dg , p 
O^'^dt- En utilisant les resultats etablis dans le chapitre 2, on salt que {9,dg) engendre 
I'algebre de Clifford du polynome x^'^y ( |2.1.5|) , ce qui revient a dire que = df. Ce resultat 
n'est pas surprenant car Q n'est rien d'autre que I'operateur agissant sur et engendrant la 
transformation FSUSY 

6,(j){t, 6) = (j){t', e') - e) = eQ(f){t, 6). (3.1.11) 
Pour construire une action invariante sous de telles transformations (|3.1.10| ), il est neces- 



saire de construire une derivee covariante commutant avec eQ. C'est a ce stade que la seconde 
derivee 6g devient importante. En remarquant que dg6g = qSgdg, on montre que 

D = 6e+ ^ ^ ' (3.1.12) 

satisfait les relations 



QD = qDQ (3.1.13) 

et done D commute avec la transformation FSUSY eQ. Si F = 2, il n'y a qu'une derivee 
{dg = 6g) et D = 6g — Odt (-D^ = —dt). En outre, en utilisant les relations de g— mutation 
( p.l.6|) , on observe, pour deux superchamps A et -B, que eQ[AB) = eQ{A)B + AeQ{B) (le 
produit de deux superchamps est un superchamp), eQ{DA) = D{eQA) (la derivee covariante 
d'un superchamp est un superchamp) |l65| . 

De plus, d'apres les lois de transformation ( p.l.lO| ), on observe que la composante de 



suivant 6^~^ se transforme comme une derivee totale. Ce faisant, en utilisant les pro- 
prietes d'integration sur les variables de Grassman generalisees (|2.3.7 ), on construit Taction 
invariante 



58 



Extension de la supersymetrie: Supersymetrie fractionnaire 



S 



1 / 1-g 

2 [l-q-\ 



dtde[D(t){t,e)<j){t,e)} 



dt 



\t) + E - l) ^F-n(t) ^n(t| . (3.1.14) 



.2"" ■ 2(g- 

Un calcul direct nous indique que le lagrangien est reel, line telle action a ete obtenue 



pour F = 3 par divers d'auteurs |6^ et pour F quelconque, par Durand ||59 |. 

On pent alors calculer les charges conservees, associees aux transformations FSUSY et 
aux translations |63 



H{t) = \x\t) (3.1.15) 



1 F 

G{t) = -x{t)Mt) + 2 (g - l)i^-l ^^^^ + l}{-n}ijF-n{t)Mt)- 



Le fait que H, I'hamiltonien du systeme, ne s'exprime qu'en fonction de x est symptoma- 
tique d'un systeme contraint, comme nous allons le voir. Les lois de transformation ( p.l.lO|) 



et ( p.l.ll| ) nous montrent explicitement que la FSUSY est une generalisation directe de la 



SUSY et transforme des champs de differentes graduations ou poids conformes. 

3.1.3.2. FSUSY d'ordre F non-premier 

II est possible, a partir d'une action invariante par transformation FSUSY d'ordre F {F 
etant un nombre premier), de construire une action invariante par transformation FSUSY 
d'ordre fF. Nous avons etabli un tel resultat en dimension 2 [Q, mais il reste vrai en 
dimension 1. Nous allons reproduire les etapes de la demonstration, sans toutefois nous 
preoccuper des normalisations precises. On pent d'abord noter que les resultats etablis ci- 
avant restent vrais pour tout F ||6^. On va done reproduire Taction ( |3.1.14| ) en decomposant 



I'ordre de la supersymetrie fractionnaire en ses produits de facteurs premiers. 

Le point de depart consiste a introduire un supermultiplet scalaire d'ordre fF et de le 
decomposer en supermultiplets d'ordre F 

= 0$|), (3.1.16) 

a=0 

(F) ^"^ 

Oil $_a_ ~ J2 Gp'^nf+a est un supermultiplet d'ordre F de poids conforme -fp {ijjnf+a est de 
poids conforme ^^jr^)- Les regies de g— mutation des differentes composantes avec 6 sont 
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e^^j^a = q-^''^'-''^^nf+aO, ^Iji^^a = 0, quand a ^ 0, = 0, g = exp(— ), (3.1.17) 

montrant explicitement que ipnf est une variable de Grassmann generalisee d'ordre F et 
non d'ordre fF. En utilisant I'isomorphisme (|2.1.8| ) demontre lors du chapitre precedent, on 
construit 



qf = {QiFy=df + 



fF-l 



(1 - qf) 



fF ■ jp 

F-1 



+ V^/ri-^i (3.1.18 



dgp + - — — ^ 6p ^dt, 



avec 6fF,6p deux variables de Grassmann d'ordre fF et F. En utilisant les multiplets 
( ^.1.16| ), on pent reproduire Taction p.l.l4| ). 



I dtdOp I DF<^f\t,ep)¥P{t,eF) + J2 ^'^!l{t,OF)^'^f{t,eF) \ . (3.1.19) 

n=l j 

On pent montrer que Taction ( |3.1.19| ) coincide avec ( p. 1.14] ) pl| . Ceci nous permet de 
conclure que si nous avons un systeme FSUSY d'ordre fF (/F— SUSY), il sera automatique- 
ment FSUSY d'ordre F (F— SUSY (ou /, /—SUSY). Le passage d'une action invariante par 
/F— SUSY a un systeme presentant la symetrie F— SUSY se fait en decomposant le su- 
permultiplet scalaire d'ordre fF en supermultiplets d'ordre F. Reciproquement, si on a un 
supermultiplet scalaire d'ordre F, la consideration de supermultiplets de poids conformes 
a/ fF, a = 1, ■ ■ ■ / — 1 permet de construire une action invariante d'ordre fF. 

En conclusion, on pent enoncer que si on a une theorie invariante par F— SUSY, elle 
sera /—SUSY invariante si / divise F. Le resultat est que Ton pent mettre en evidence des 
sous-systemes presentant des sous-symetries. 



3.1.3.3. Structure de I'algebre FSUSY 



L 'existence de sous-symetries, obtenues par decomposition de Tordre de la FSUSY en ses 



produits de facteurs premiers, pent etre interpretee par I'isomorphisme ( p.l.8|) . Par ailleurs, 
celui-ci nous indique que, outre H et Q, si / divise F, Tordre de la supersymetrie, alors Qf 
est le generateur d'une symetrie. Qu'en est-il de lorsque a ne divise pas F? En fait, dans 
cette approche, on pent montrer que n' est pas le generateur d'une symetrie. Rappelons-en 
brievement les raisons . 
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Tout superchamp fractionnaire (j) est dans une representation appropriee de {t,6), la su- 
perligne fractionnaire. De ce fait, Taction des symetries de (t, 9) sera induite par les operateurs 
dt, dg, 5q. a priori, on pent done construire des generateurs de graduation (0, 1, ■ ■ ■ , F — 1). 
Etant donne Paction (|3.1.14|) , et Dip admettent les memes lois de transformation et done 
les divers generateurs doivent commuter avec D. Les seules solutions envisageables sont 
Q, Q^, ■ ■ ■ , H. Enfin, comme le produit de deux superchamps doit se transformer sui- 

vant la regie de Leibniz, les operateurs differentiels apparaissant sont imperativement du pre- 



mier ordre. Comme s'exprime en fonction de utilisant I'isomorphisme ( p.l.8|) unique- 
ment quand a divise F, on pent reinterpreter comme une derivee du premier ordre. Ainsi 
et ce, seulement si a divise F, engendre une symetrie. Une analyse basee sur la regie de 
Leibniz a conduit a des resultats similaires, mis a part le cas de Q*^ quand a divise F . II 
a egalement ete montre explicitement (pour F = 3) que les transformations associees a 



n'engendraient pas de symetrie [Q. Enfin, notons qu'un probleme analogue apparait dans 
le troisieme article de @ . 



On voit done que la raison profonde pour laquelle on ne pent pas considerer les autres 
puissances de Q comme des generateurs reside dans la structure non-lineaire de I'algebre 
sous-jacente: nous n'obtenons pas une algebre de Lie. Pour remedier a cette dissymetrie, 
une solution envisageable consisterait a lineariser I'algebre et a enrichir la structure par des 
variables intermediaires 6 = Oi^O"^ = 62, ■ ■ ■ , 6^~^ = dp-i comme cela a ete propose par Saidi 



et a/ dans La structure ainsi consideree "ressemblerait" a une supersymetrie etendue. II 
est bien connu que pour les theories supersymetriques etendues, la notion de superespace naif 
n'est pas adaptee, avec comme incidence le fait que les champs auxiliaires ne sont pas connus. 
Dans le contexte des theories FSUSY, il ne parait pas trivial que Ton puisse definir une action 
presentant de telles invariances. Cette voie demande done une analyse plus precise et, so it la 
recherche d'un superespace adapte, soit la construction d'une action invariante sans la notion 
de superespace. A cet egard, on pent noter que, historiquement, le concept de superespace, 
en supersymetrie, a ete introduit apres la construction d'actions invariantes. 

3.1.4 Invar iance locale 

Lorsque F = 2, c'est-a-dire pour une theorie supersymetrique, la consideration d'une inva- 
riance locale conduit a une description relativiste d'une particule de spin 1/2 [ |103| , |104| , |105 |. 



Nous avons etendu ces resultats pour F = 3 Suivant la procedure de Noether, nous 



voulons jauger la symetrie. Pour ce faire, au moins deux champs doivent etre introduits: 
I'un couple au courant conserve H controlerait ainsi les diffeomorphismes, et I'autre au 
supercourant G, serait associe aux transformations de supersymetrie fractionnaire locale 
(supergravite fractionnaire FSUGRA). Le premier champ de jauge e est appele einbein et le 
second x fractino, par analogie au gravitino. 
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En introduisant les moments conjugues 



, , 5S . , , 

Oll>2{t) 2 



Paction devient 



L = 7r,{t)x{t) + 4j2{t)7Ti{t) + 4ji{t)n2it) (3.1.21) 
- len.,ity + \x (^.(t)^i(t) + \^lit)^ + I (^i(t)vr.(t) + X, 

avec H = 7r^(t) et G = —Trxit)ipi(t) — ^V^Kt). Comme le fractino x verifie les memes relations 
de commutation que 9 avec les champs, il est necessaire d'introduire le couplage au fractino, 
suppose reel, sous la forme q^xG + qG'^x pour que Taction soit reelle. Ensuite, si Ton fait 
varier L par rapport a vr^., on obtient 

vr.(t) = ^ + ^^^i(t), (3.1.22) 
e 2 e 

et le lagrangien devient 



L = ^x2(t) + ^^2(t)^i(t)-|^i(t)^2(t) + ^X [^Mt) + l^iit^j -j^m)- (3.1.23) 

Une fois Taction (|3.1.23|) obtenue, nous n'avons pas pu deriver les transformations de su- 
pergravite fractionnaire la laissant invariante. Ceci est peut-etre la consequence de la struc- 
ture non-lineaire, qui met en defaut la procedure de Noether. On doit tres probablement 
introduire un autre champ de jauge, un second fractino en quelque sorte, couplant a G2it) 
defini par 6Git) = eG2it). G2 serait un courant conserve si etait un generateur associe a 
une symetrie. De ce fait, nous pouvons appeler G2 un pseudo-generateur. Deux arguments 
vont dans le sens de la prise en compte de deux fractini: un supermultiplet de la FSUGRA 
d'ordre 3 doit contenir trois champs, or dans Taction (|3.1.23| ), on n'a considere que deux 



champs de graduation et 1. Une autre argumentation passe par le concept de superespace 
fractionnaire et courbe. 

Le passage d'une action invariante par transformation locale se fait par Tintroduction de 
derivees covariantes adaptees. II faut done considerer des derivees analogues a dt,D = Dg. 
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Cette substitution, tout comme en supergravite, se fait par ['introduction d'un supereinbein 
fractionnaire. On definit X^'^ = [X^^ = t,X"^ = O) les composantes de la superligne courbee 
et X^ = (X° = t, X"- = 6) celles de la superligne plate tangente. On introduit le supereinbein 
fractionnaire E"^ et son inverse {E^ Efj^ = S^, E^E^ = S^) et on considere la loi de 
transformation X^ — > X^ —^^^ {X) lineaire en X^, done equivalente a ( |2.3.13| ). On obtient 
ainsi les lois de transformation, analogues a celles etablies en supergravite. 



0(X) 



E'/\X') 



El{X) 



dx_ 

~dX 



I M 



N 



(3.1.24) 



dX 



N 



.E§iX). 



dX'^^' 

Tout comme en supergravite, lors du processus de contraction, il faut faire attention a la 
position des indices: I'indice superieur est toujours a gauche de I'indice inferieur. 

On considere les derivees covariantes Da = E^du (a une dimension, etant donne 
I'absence de connexion afiine, ce sont les derivees partielles qui interviennent dans la definition 
de Da)- D^ remplace dt et D^, Dq (les notations suivent de tres pres celles de Brink et al, 
lors de I'etude de la supergravite sur la ligne d'univers ||103|| ). D'apres ( p.3.14| ), on introduit 



le "volume" invariant 



Ef, - E^ [E^) E^ 



et on obtient une action invariante 



sous les transformations (|3.1.24| ) 



J V^(fX {D^(P{X)Da(t){X)} . (3.1.25) 

La construction est entierement analogue a celle suivie sur la superligne, dans le cas 
supersymetrique [|103|] ou dans dans la Ref. ||104|| (Henty, Howe et Townsend). L'action ( p.l.25|) 
presente trop de symetries par rapport aux transformations de FSUGRA et aux diffeomor- 
phismes, tout comme pour F = 2. Ainsi, un certain nombre de contraintes doivent etre 
imposees. Par exemple, on a dans I'espace plat Dg = dt, mais on n'a aucune raison pour 
avoir D^ = Da dans I'espace courbe. En supersymetrie usuelle, cela revient a dire que le 
tenseur de torsion de I'espace plat ne correspond pas a celui de I'espace courbe et done 
si on construit Taction avec D^ = E^'^Sm {^E^d^^ au lieu de D^, il n'y a aucune raison 
pour que Ton obtienne le meme resultat. Pour resoudre cette ambiguite, il faut imposer des 
contraintes dans le superespace courbe ||103|| , ||104|| (Henty et at) et ||110|| (comme par exemple 



D^ = Da), celles-ci conduisent a une action invariante par SUGRA. En dimension D > A, 
de telles contraintes, outre I'avantage de resoudre les d'ambiguites enoncees precedemment. 



permettent d'eliminer les champs de spin plus grands que deux |48[| . 

Une procedure analogue doit pouvoir etre etablie quand F = 3. On doit tres probablement 
imposer D^ = D^ et rechercher un sous-groupe des transformations (|3.1.24|) preservant les 
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contraintes. Quoi qu'il en so it, on voit que si I'on developpe le supereinbein E^^, on obtient 



3 champs qui vont conduire au einbein et aux deux fractini. 

Comme I'action ( |3.1.25|) est independante de F, cette methode est transposable lorsque 
F est quelconque. Parmi la famille G{t) = Gi(t), ■ ■ ■ , Gp-iit), oii Gj+i est defini a partir de 
Gi{6^Gi = eGj+i), quand i divise F, Gi sera un courant conserve et quand i ne divise pas F, 
Gi sera un pseudo-generateur. Correlativement, il faudra considerer F — 1 fractini. 



3.1.5 Quantification de Dirac 



Bien que nous n'ayons pas pu mettre la main sur une action locale complete, ( |3.1.23|) va 
nous permettre, dans une certaine limite, d'obtenir une equation relativiste, tout comme la 



supergravite sur la ligne d'univers conduit a I'equation de Dirac ||103| , p.04| , |105|| . Le fait que 
certains termes soient omis dans I'action nous donne les indications suivantes: une demarche 
analogue a celle suivie pour la particule de spin 1/2, conduira a une equation relativiste 
associee au systeme considere, pour laquelle les contraintes induites par le second fractino 
vont certainement manquer. 

Le systeme decrit par Taction ( p.l.23D presente des contraintes de seconde et de premiere 
classe. Les premieres contraintes sont liees au fait que ipi est le moment conjugue de '?/'2 



l2 = TTa + -tpi = 0, 



alors que les secondes resultent de I'invariance de jauge 



(3.1.26) 



Te 

5x 







0. 



(3.1.27) 
(3.1.28) 



On voit que le einbein et le fractino apparaissent comme des multiplicateurs de Lagrange. La 
quantification des systemes contraints a ete construite par Dirac ||111|| . Pour les contraintes 
de seconde classe, on doit remplacer le crochet de Poisson par un crochet de Dirac. La 
premiere etape consiste a introduire un crochet de Poisson pour des variables qui g— mutent. 
On pent introduire un tel crochet de deux manieres differentes, soit a partir de la metrique 



g— symplectique associee a ipi,ip2 ||112|| , soit grace a la i?— matrice ( p.3.3|) . On montre alors 
que 



{A,B} 



PB 



dA dB dA dB dA dB 
+ 



dx diTx diTx dx dijji dn 



dA dB dA dB 

+ 



dA dB 



(3.1.29) 
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On obtient alors I'algebre des contraintes 



q' 



qui permet de definir le crochet de Dirac 



{A, B}^^ = {A B}p^ - {A, Cr^ {S,, B}p^ . (3.1.31) 

Si on applique ( p.l.31[ ) pour les variables (?/^i,?/'2), on obtient {'>Pi,iIJ2} db = ^t done 



^1^2 - g^2V'i = -9 • (3.1.32) 

Une telle equation nous indique que la quantification d'une algebre de Grassmann genera- 
lisee est une algebre de Heisenberg g— deformee. Ceci constitue une version adaptee des 
resultats connus pour les variables de Grassmann. L 'equation ( 3.1.32|) n'est pas surprenante 



etant donne que et il)2 sont deux variables conjuguees {ipi ~ ^)- On montre ensuite que 



I'on a bien = H 

Les contraintes de premiere classe sont, elles, imposees sur les etats physiques. La premiere 
etape consiste a supposer que les variables x,ipi,4'2 sont dans la representation vectorielle 
du groupe de Poincare. L'espace-temps n'est rien d'autre qu'un espace cible dans lequel est 
plongee la ligne d'univers [0. On note 77^,^ = diag(— 1, 1, ■ ■ ■ , 1), la metrique de Minkowski. 



Tons les resultats precedents sont alors transposables et I'algebre impose que 



On voit done que les variables ('?/'f , engendrent I'algebre de Clifford du polynome XqJ/q — 

AVx A)~\yD-\ (car {x^-^x + l/''^2^2)^ = x\)_^yY)_^. En choisissant 

une representation de cette algebre, on pent construire I'espace de Fock |Aphys) et introduire 
la fonction d'onde (x|Aphys) = A(x). Les contraintes des premiere classe se resument a 



d^d^\{x) = (3.1.33) 
(^r^M + ^^2^^2 m) A(x) = 0. 

De part la structure de I'algebre, on obtient (iil^id^ + \iIj2'^2 ij) = \d^d^] une telle equation 
constitue done une generalisation de I'equation de Dirac, et est induite par les symetries sur 
la ligne d'univers. Les variables V'l et %Ij2 decrivent des degres de liberte internes, analogues 
au spin. 
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Si maintenant, on suit la meme procedure pour F quelconque, il y a des chances pour 
que I'on obtienne un operateur dont la puissance F— ieme s'identifie a I'operateur de Klein- 
Gordon. 



Dans une equation correspondant a la racine cubique de I'equation de Dirac est 
proposee, mais une telle equation differe de celles obtenues par la FSUGRA. 



3.1.6 Perspectives et questions ouvertes 

La premiere equation de ( |3.1.33| ) nous indique que nous avons affaire a une particule non 
massive. Quant a la seconde, son interpretation reste un probleme ouvert. 

On salt d'apres le premier cliapitre que I'algebre engendree par les ip est de dimension 
infinie. Deux possibilites s'offrent a nous 

1. soit construire une representation de dimension finie, comme nous I'avons propose dans 

2. soit construire un espace de Fock de dimension infinie tout en preservant la relation 

Le comportement des variables pour deux indices differents distingue les deux possibilites. 

II est possible que ce soit le second choix qui conduise a des resultats interessants. En 
effet, comme on le verra dans la section 3, le groupe de Lorentz en dimension 1 + 2 admet des 
representations de dimension infinie. Mais pour pouvoir identifier ces representations a celles 
construites precedemment, il faut d'une part etendre le formalisme pour une particule de 
masse non-nulle (par I'introduction d'un champ auxiliaire par exemple) et d'autre part, cal- 
culer les generateurs du groupe de Lorentz pour pouvoir conclure dans quelle representation 
de 5*0 (1,2) se trouve A. Une direction envisageable consisterait a utiliser les travaux de 
Strassler [p.05|| . En effet, celui-ci a montre que Taction effective d'un champ de Dirac con- 
duisait a une action presentant I'invariance de la supergravite a une dimension. On pourrait 
done refaire la demonstration de Strassler en prenant comme point de depart Taction ( ^.1.23[ ) 
et en essayant de construire une action effective en 3-D. Enfin, nous ne sommes pas parvenus 
a contraindre la dimension de Tespace-temps. 
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3.2 Supersymetrie fractionnaire en dimension 2 et in- 
variance conforme 

En dimension deux, a la difference des autres dimensions, le groupe des transformations 



conformes est de dimension infinie ||113|| . Cette propriete remarquable a ete mise a profit lors 
de I'etude des theories de cordes [^, ou dans la description des systemes integrables P7| . 

La raison essentielle qui conduit a un groupe infini reside dans la structure mathematique 
des transformations conformes, qui ne melangent pas les composantes holomorphes et anti- 
liolomorphes. Les consequences d'un tel comportement sont multiples. Ainsi, le groupe 
de symetrie devient infini (il est engendre par deux copies de I'algebre de Virasoro) et 
on pent definir des champs de poids conforme arbitraire. Une theorie conforme est alors 
specifiee par deux nombres, la charge centrale c et le poids conforme h. Si on impose une 
representation unitaire et de plus bas poids (construite a partir d'un vecteur primitif), on 



contraint la serie (/i, c) ||1 14|| . D'autres theories sont envisageables si on enrichit les symetries 



bi-dimensionnelles. A cet egard, la supersymetrie permet, par I'introduction de fermions. 



de considerer d'autres systemes [p.l4|| . Mais comme nous I'avons dit, les fermions ne sont 
plus les champs les plus generaux que Ton puisse introduire a deux dimensions; ainsi, les 
parafermionsQ ||115|| permettent de definir d'autres series unitaires ||116| , |117|| pour lesquelles 



des courants de spin fractionnaire sont presents. Toutes ces extensions ont comme point 



commun le fait qu'elles peuvent etre definies a partir de la construction dite GKO [ 118 
Nous n'avons pas pu exhiber de construction GKO conduisant a notre systeme. 

En ce qui nous concerne, nous avons suivi une voie differente pour etendre I'algebre de 



Virasoro a savoir par la construction d'une theorie FSUSY en dimension 2 [|63| , |64| . Une 
telle extension, tout comme celles considerees dans [|116|] , contient, outre le tenseur energie- 
impulsion, un courant conserve de poids conforme 1 + 1/F et des champs primaires de poids 
conformes (0, 1/F, ■ ■ ■ , (F - 1)/F). 

3.2.1 Superespace fractionnaire et extension de I'algebre de Vira- 
soro 

Pour construire une action invariante sous les transformations FSUSY, nous allons proceder 
de maniere differente par rapport au paragraphe precedent. Nous allons directement etendre 
le plan complexe (z, z) et mettre en avant une symetrie plus large que celle engendree par 
I'algebre de Virasoro. 

La premiere etape va done consister a associer aux variables z ei z leur partenaire FSUSY. 
A ce stade, il est crucial de noter que I'algebre de Grassmann generahsee ( [L.1.10|) est in- 



^Ces parafermions n'ont pas de rapport avec les parafermions introduits pour les parastatistiques. 
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compatible avec rintroduction d'une structure complexe [Q. Cela revient a dire que les 
partenaires de z et z ne pourront pas etre complexes conjugues I'un de V autre. On va done 
etendre z, z de fagon heterotique, c'est-a-dire que nous associons a {z, z) deux variables de 
Grassmann generalisees reelles OljOr et ainsi, la construction se fait independamment sur 



les modes L et R. En utilisant ( |2.3.2| ), on obtient les relations qui melangent les modes L et 
R fon note d = dg, 60) 



01 
OlOr 

dLOR 





qOROL 



q ^ORdi dROi 



dr = d^n = 
didR = qdrdi 
qOidR. 



(3.2.1) 



II est important de noter que les relations (|3.2.1| ) ne sont stables ni sous la conjugaison 
complexe -k ni sous la permutation a des deux variables L et R. Cependant, elles sont stables 
sous la composition a o -k des deux. Sous une telle transformation, {z,6L,de,^,5e^) a pour 
image (z, Or, 5^^, de^) et il est important de noter que ^ o a echange les roles de de^ et 5o^. 
Un tel automorphisme connecte done les modes L et R. De ce fait, on pent definir la derivee 
covariante et le generateur des transformations FSUSY des modes R a partir de ceux des 



modes L; et on obtient alors IBS 



Ql 




Dl 


= 5l + 


Qr 


= {Ql 


Dr 


= (Dl 



:i-q) 



F-1 



-l\F-l 

.^-q ) 



) =Ol + 



[i-q 



(3.2.2) 



'i~q) 



F-1 



OR-'d, 



satisfaisant I'algebre (Q = Q,D) 



Ql 



Dl 



d-. Ql = Dl = d, 

QlDl = q-'DLQL QrDr = qDRQR (3.2.3) 

QlQr = qQRQL- 

On pent remarquer que les generateurs ( |3.2.2| ) peuvent etre etendus (on ne considere que 
les modes gauclies et on note 9l, 0) 



Ln 



1 



n-l)z-''^^,nE 2Z 



(3.2.4) 



, F-1 



r r 
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On pent montrer que de tels generateurs engendrent une extension de I'algebre de Virasoro 



sans charge centrale ||59[| 



Gr\ 

{G^i ) ■ ■ ■ ) Grp\ 



[n - m)Lm- 

^riH \-rpi 



(3.2.5) 



avec M I'operateur nombre ( |2.2.1| ) introduit an chapitre 2, et {■ ■ ■} le produit symetrique 
( I1.1.4D defini an cours du chapitre 1. La seconde equation traduit le fait que les generateurs 
Gj, completant I'algebre de Virasoro, definissent un champ de poids conforme 1 + 1/F. 
A la difference de F = 2 oii on pent extraire la sous-algebre 05'p(l|2) engendree par 
(L_i,Lo,-Li) et (G'_i/2, ^1/2), des que F > 2, en notant que Li,Gi/f = 0, on construit 
une representation de SL{2, IR ) a partir de Gi/p (cette representation appartient aux series 



infinies de SL{2,IR ) voir section suivante): 



-1) 



1; Gl/F 



Gi/p^n {L-i a ete 



applique n fois). On construit de la sorte I'extension de 05*^(112) engendree par (L_i, Lq, Li] 
et {Gi/F-n,n = 0, 1,2, ■ ■ ■). 



3.2.2 Action 

Forts de cette extension algebrique, nous sommes en mesure de construire une action invari- 
ante. Etant donne que le procede est identique a celui developpe sur la ligne d'univers, nous 
insisterons uniquement sur les specificites de la dimension 2. Un superchamp fractionnaire 
admet le developpement 

a,b=0 

En anticipant sur les resultats, on pent decomposer de la fagon suivante 



champs 


poids conforme 


sur couche 


hors couche 






de masse 


de masse 


X{z,z) 


(0,0) 


1 + 1 


1 + 1 




(a/F,0) 


1 + 


1 + 1 


^o,b{^,z) 


(0, h/F) 


+ 1 


1 + 1 




(a/F, h/F) 


+ 


1 + 1 



{a+h indique que le champ contient a composante(s) holomorphe(s) et h anti-holomorphe(s)), 
montrant explicitement, que ce soit sur ou hors couche de masse, que Ton a autant de degres 
de liberte de poids conforme (0, 1/F, ■ ■ ■ , (F — 1)/F). Les champs ipafl sont holomorphes alors 



(3.2.6) 
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que '00,6 anti-holomorphes. Enfin, ijja^b definissent des champs auxiliaires dont Tequation du 
mouvement est ipa,b = 0. 

Les relations de g— mutation des composantes de sont identiques a ( p.l.9|) 



(3.2.7) 



(une equation analogue a la troisieme doit etre postulee pour les champs anti-holomorphes). 
Si F n'est pas un nombre premier, aux relations ( |3.2.7|) , il faudra substituer des relations 
analogues a ( |3.1.17|) . 

L' action se reduit done a 



(3.2.8) 



F-l 



(. a=l 

F-l F-l 

+ dzlpoA^^ z)llJo,F-b{z, Z) + ^a,b{z, z)lljF-a,F-b{z, z) 

b=l a,b=l 



Dans le calcul de Taction (|3.2.8D , Dl agit par la gauche et Dr par la droite. Ceci est une 
consequence de I'invariance -k o a |Q. On observe en outre, en tenant compte des differents 
champs, que le poids conforme de Taction est bien nul. Dans la reference nous avons, 
pour F = 3, calcule precisement tons les termes, alors que pour F quelconque, nous nous 
sommes interesses uniquement a la partie holomorphe (en ne conservant que les termes 



F-l 



ijjao = "^a du developpement de = X{z, z) + J2 q'^ ^'^(^L'^a{z)) 

a=l 



s 



1-g 

l-q-\ 



F-l 



dzdzdOLdzCpDic, 



(3.2.9) 



= J dzdz |(9^X(z, z)g^X(z, z) + _^-i)f - I) ilJa^z, z)d2tl)F-a{z, z)^ . 

Cette action correspond a celle proposee par Matheus-Valle et Monteiro (ils ne consi- 
deraient que les modes gauches et se hmitaient a F = 3). 11 ressort d'une telle action que 
les champs ipa^o satisfont des equations du mouvement dgipaj^o = 0, identiques a celles d'un 
fermion, cependant leurs proprietes physiques sont differentes comme nous allons le voir. 
On pent noter que (|3.2.9|) coincide avec Taction (|3.1.14| ) obtenue en dimension 1 . 
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3.2.3 Invar iance 

Une fois Faction construite, en procedant tout comme dans la section precedente, il est facile 
de montrer que celle-ci est invariante sous les transformations conformes et FSUSY. Les lois 
de transformation des champs holomorphes sont identiques a celles obtenues en dimension 1 
= eiQicj) ( |3.1.1(J| ) p^ . Les lois de transformation, incluant les champs anti-holomorphes 



et auxihaires, ont ete derivees dans 5^0 = eLQL<P + (PQr^r (la structure de I'algebre ainsi 



que I'invariance -ko a permettent d'obtenir les relations de g— mutation entre les parametres 
de la transformation et les champs ||63|). 



Si F n'est pas un nombre premier, les resultats de la ligne d'univers restent valables 
et conduisent a des sous-systemes qui presentent des sous-symetries. Par exemple, une action 
invariante sous la FSUSY d'ordre pair sera automatiquement invariante sous les transforma- 
tions supersymetriques ^4 



Nous allons interpreter ces resultats dans le langage de I'invariance conforme et, sauf 
mention contraire, nous nous interesserons uniquement a la partie holomorphe de Paction. 

3.2.4 Integrale de chemin et fonctions de Green 



A partir des regies d'integration (|2.3.7|) , il est possible de definir la fonction de partition 



/F-l 



Z[0] = JVX IHViJa] e-^[^'^l. (3.2.10) 

\a=l / 

Etant donne que la derivation des resultats ne depend pas de F, nous allons nous concentrer 
sur F = 3, I'extension a F arbitraire etant immediate. En utilisant ( p.3.15| ) et en notant 
/ -q^d^V 

Ai2(-2 ~ w) = \ ^ 5{z — w)5{z — w) I'operateur cinetique agissant sur ipi^ip2 

\qOz J 

iS'il'i,tp2 = ~/ cPzcPw \{il)2{w) ipi{w) ) Ai 2(-2 — w) (^'^^ I ] |, F = 3), rintegration sur les 



champs ip (pour F = 3) conduit a 



-q^d, 



2fi \ 2 



Pour F arbitraire, mais premier, en regroupant deux par deux les champs {ipa et ipp^a), on 
obtient la puissance F— ieme du produit des operateurs cinetiques agissant sur les divers 
couples. Si F n'est pas premier, le resultat est analogue, mais plus complique. 

On definit alors le propagateur (en toute rigueur, on arrive a un tel resultat lors du 
processus de discretisation, et ensuite par passage a la limite) 
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>2W 



6 



Ug 



-Z[0] 

1 

z ~ w 



(3.2.12) 



Lors de la derivation de (|3.2.12|) , une normalisation appropriee dans la mesure d'integration 
permet de s'affranchir des facteurs indesirables. La fonction de Green a deux points pent 
egalement etre deduite par les methodes standard, en introduisant des sources (Matheus- 
Valle et al^). 



Pour F quelconque, on determine egalement les fonctions de Green a deux points. Les 
seules non-nulles sont 



< 1pF-a{z)lpa{w) > 



q~°- — 1 z — w 



1 



F q"- — \ z — w 
<X{z)X{w)> = -\n{z-w). 



(3.2.13) 



3.2.5 Oscillateurs, ordre normal et theoreme de Wick 

A la place d'une description quantique par I'integrale de chemin, il est, dans certains cas, 
souliaitable d'avoir une description en termes d'oscillateurs. Pour des raisons de commodite, 
nous n'etablirons les resultats que pour F = 3 oil nous avons deux champs primaires con- 
jugues ipi et ip2- Lorsque F est arbitraire, on a F — 1 champs et les resultats s'etendent 
moyennant les substitutions {4'i,'4'2) — ^ {4'a,4'F-a), et exp(2i7r/3) — > exp(2m7r/F), a = 
l,---F(F/2). 

Le fait que les champs soient holomorphes nous permet d'effectuer les developpements 

Mz) = E ^i,rZ-'~'^' (3.2.14) 

r€Z+a/3 

Tout comme en theorie des cordes, nous pouvons definir une version adaptee des secteurs de 
Ramond-Neveu-Schwarz en fonction des conditions aux limites des champs {z exp(2i7i)z), 
specifiees par la valeur de a: 
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champs 


a=0 


a=l 


a=2 






q 


1 


^^2 


q 


q' 


1 



On pent construire une representation de I'algebre en definissant un vide |0) annihile par 
'ipi^r, r > et ip2,s, s > 0. On remarque que, tout comme pour les secteurs de Neveu-Schwarz, 
les modes correspondant a a = vont engendrer un vide non-trivial (des modes zero); nous 
n'exploiterons pas cette possibilite. 

La structure de I'algebre sous-tendue par ip est tellement contrainte que le comportement 
des differents oscillateurs, et done des champs est impose. On observe que les champs ijji 
et iIj2 sont conjugues; de ce fait, en introduisant deux series de variables de Grassmann 
generalisees a et 6, on pent reecrire ipi^r = cir,4'2,s = bs avec r, s > ainsi que ipi-s = 
bl, ip2-r = al, avec r,s > 

M^) = Y.{bU'~'^' + (^sZ-'''^'}^A/sAz)+A/3>{z) (3.2.15) 

Ceci etant pose, le comportement des divers oscillateurs les uns par rapport aux autres 
n'est pas libre. La structure algebrique va induire des relations de commutation ne cor- 
respondant pas a celles mentionnees au chapitre precedent. 

Si on se concentre sur les champs tpi et iIj2, la coherence implique que 

1. les fonctions de correlation a deux points redonnent (p.2.13| ) 

77 z — w 

(0| M^)Mw) |0) = E (0| bsbl |0) z-^-'/'w^''/' ~ 

l~s Z — W 

{o\M^)M^)\o) = Y.{^\^sbl\o)z~^~'/'w^-'/' = o 

r,s 

2. Avant quantification, nous avions 4'i{z)ip2{z) = qip2{z)ipi{z) , ce qui nous suggere de 
definir une prescription d'ordre normal adaptee conduisant a 



iJi{z)^lj2{z) :~ q : V^2(^)V'i(^) 
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Nous avons resolu les contraintes (1) et (2) Les equations (1) conduisent a des 

relations quadratiques entre les operateurs de creation = aj,6j et ceux d' annihilation 

~ 1; mais a ce stade, la puissance de q apparaissant dans les 
relations de g— mutation n'est pas fixee. Si maintenant on impose que que I'algebre soit 
fermee, ce qui ce traduit dans notre cas par une charge centrale reelle (voir section (3.2.7)), 
alors on obtient 



ttrttl — qalttr = —qSrs bral — qa\hj. = ^ j^g-j 



Un calcul direct nous montre que ( p. 2. 161) conduit bien aux fonctions de Green ( |3.2.13| ). 



Ensuite, si on definit une prescription d'ordre normal adapte (on note 0i = ipi,ip2) 

: Mz)Mz) ■= lim [Mz)<p2H- < Mz)hH >] , (3.2.17) 



on obtient 



: V'i<(^)V^2>(2) ■■ = q: ^p2>iz)i>i<{z) : 

■ ^2<iz)^/ji>{z) : = g2 . ^^^(^z)^/j2<iz) : 

■ ^2<{z)tp2>{z) : = q: i)2>{z)i)2<{z) : 

: i^i<{z)i)i>{z) : = g2 . ^^^(^)^^^(^) ; 



(3.2.18) 



Les deux premieres relations sont la traduction quantique de la relation de g— mutation 
entre les champs ipi{z)^ip2{z) classiques. II s'avere done qu'apres quantification, les champs 
ne satisfont plus de relations de monodromie simples (on ne pent pas exprimer ipi{z)'il)2{w) en 
fonction de 'il)2{w)il)i{z)). En outre, si maintenant on recherche une relation bilineaire entre 
deux operateurs de creation ou d'annihilation (a^ag = q^^'^aga^), on pent montrer que Ton 
debouche sur une inconsistance dans I'algebre des oscillateurs, done au niveau de I'espace 
de Hilbert (en calculant par exemple aj.aj6j|0 > de deux fagons differentes) . De ce fait, la 
structure qui emerge naturellement apres quantification de la FSUSY en dimension deux est 



I'algebre des quons introduite par Greenberg et Mohapatra La consequence de I'algebre 
des quons est que nous avons un theoreme de Wick affaibli et nuUe relation entre les champs 
a frequence positive ou negative n'est connue. Une telle structure avail ete introduite pour 
produire une statistique avec une faible violation du principe de Pauli. Pour etre tout a fait 
precis, il faut souligner le fait que pour Greenberg et Mohapatra nous avons q G [0, 1[, alors 
que dans notre cas, q est un nombre complexe de module 1. Enfin, pour etre complet dans 
la structure des oscillateurs, nous devons specifier les relations 



[arf = {a\f = {hrf = {h\f = .0 
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3.2.6 Espace de Hilbert et quons 

La notation du paragraphe precedent est trompeuse et laisse supposer que les operateurs a, b 
et a^, b'^ sont hermitiques conjugues les uns des autres alors que ce n'est pas le cas. On pourrait 
alors vouloir rechercher une transformation analogue a celle etablie dans le chapitre 2, et 
permettant de connecter I'algebre de Heisenberg g— deformee au g— oscillateurs, mais une telle 
transformation (voir la section (2.2.1)) ne permet pas de construire des operateurs conjugues 
les uns des autres. Une transformation un peu plus subtile est certainement necessaire. 
En outre, vu la structure de I'algebre des quons, I'operateur nombre admet une expression 



complexe [ 120 |. Ainsi, a la difference des g— oscillateurs, nous ne sommes pas encore en mesure 
de prouver que la representation de I'algebre de la FSUSY en 2D est unitaire. Quoiqu'il en 
soit, on pent d'ores et deja etablir quelques proprietes de I'espace de Hilbert. On se limite, 
par souci de simplicite, au cas oil nous n'avons qu'une serie d'operateurs (a, a^) et on note 
(<) '■■■(<) '|0>~ \ih)r,;---,iki)r, >. 

1. II n'y a pas de relation bilineraire entre deux operateurs de creation. De ce fait, il faut 
distinguer les deux etats 



ajaj|0 >7^ ajaj|0 > si r 7^ s. 

II s'ensuit que les etats vont se decomposer en representations irreductibles du groupe 
des permutations (voire du groupe des tresses) tout comme les parafermions de Green 



2. On ne pent pas appliquer un operateur de creation plus de F fois. Ainsi, si on considere 



|/i>=Ao(4) ' Ai ■ ■ ■ Ai_i [al) 'Ai\0>, 



avec Ao, ■ ■ ■ Ai des produits arbitraires d'operateurs de creation distincts de aj, on a 
al\h >= si fci + . . . + fcj = F — 1. En d'autre termes, on pent decomposer I'espace de 
Hilbert 



ou Ht^ est le sous-espace oil aj a ete applique i fois. Cette propriete est la consequence 
directe de la relation = 0. 

3. On pent se convaincre facilement que ■ ■ ■ Aj|0 > est annihile par a^. 
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3.2.7 Algebre des courants 

Ayant defini precisement les differentes fonctions de Green et un theoreme de Wick adapte 
aux types de champs rencontres en FSUSY, nous sommes en mesure de determiner I'algebre 
des courants. Dans le calcul des diverses OPE, il faut tenir compte de la prescription d'ordre 
normal, ainsi pour calculer : ipf{z) : 'iIj2{w), on revient a la definition du theoreme de Wick, 
: i^Kz) := \imipi{z + e)ilJi{z), puis on effectue toutes les contractions possibles, et enfin on 
prend la limite e — > 0. 



En se referant aux resultats que nous avons etablis |£3|, nous obtenons le tenseur 
energie-impulsion T et le supercourant G 



T{z) 



G{z) 



-\:d,X{z)d,X{z):+j-^Y.^ 



F -a 
2F 



{{q-''-l):d,^^{z)^E^{z) 



rl/2 



F~2 



: d.Xiz)^P^iz) : +^^— ^ E{« + 



a=l 



+ r/(a) 



: ipF^{z)ilJi+a(z) : 



(3.2.19) 



oil ri{a) = q 2 si a = (si F est un nombre impair) et ri{a) = 1 sinon (une telle 
normalisation provient du calcul des contractions avec : {ipEj^y :). En utilisant les fonctions 



de Green a deux points ( |3.2.13| ), on obtient 



T{z)X{w) 

T{z)lpa{w) 

G{z)X{w) 
G{z)i!F-iiw) 

G{z)tljaM 



dn,Xiw) 



z — w 



+ 



+ 



{z — wY 

1/2 ^l(^ 



+ 



z — w 



z — w 

+ ■■■ 



^nf 1/2 (1 -g) ^ ^ d^X{w 



+ 



z — w 



a+l 



+ ■ ■ 



Z — W 



(3.2.20) 



Ces transformations montrent bien que les champs X,tpa sont de poids conformes 0,a/F 
et que G est le courant conserve associe aux transformations FSUSY (voir les equations 
( p.l.lOD ). On etablit egalement 



T{z)Tiw) 
T{z)G{w) 



cf 



2(z-w) 



+ 



2T{w) 



[z — w] 



z — w 



(3.2.21) 



F+l 



G{w) d^G{w) 



{z — wY z 



w 



+ ... 
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oil la charge centrale vaut 

1 ^^^^ ,27ra, f/a\2 fF-a\^ a(F - a)] 
c, = ! + {-) + 2 E cos( — )|(-) +(-^) -4^^|, (3.2.22) 

(1/2) est present uniquement si F est pair, il represente la contribution d'un fermion a la 
charge centrale. Uniquement F = 2, 3, 4 admettent une charge centrale rationnelle et peuvent 
done avoir un lien avec des systemes integrables. On pent noter que F = 4 a la meme charge 
centrale que F = 2. 

L'extension de I'algebre de Virasoro consideree est une generalisation naturelle de I'inva- 
riance superconforme et contient un courant conserve de poids conforme 1 + 1/F. Cette 
nouvelle symetrie connecte les champs primaires de poids conforme [0, 1 / F, ■ ■ ■ , {F — 1) / F) . 

Pour des raisons analogues a celles developpees precedemment, on voit que I'algebre 
FSUSY va impliquer des relations de fermeture d'ordre F et non pas quadratiques. De ce 
fait, lorsque Ton calcule G{z)G{w), on engendre le pseudo-courant G2, de poids conforme 
1 + 2/F. Ce processus iteratif va conduire k G = Gi, G2, ■ ■ ■ , Gp-i, et parmi ces pseudo- 
courants, de poids conformes (1 + 1 + 2/F, ■ ■ ■ , 1 + (F — 1)/F), on pent conclure que Gi 
engendre une symetrie si i divise F. On retrouve bien evidemment une structure algebrique 
identique a ce qui se passe a une dimension. Enfin, Gi{z)Gf-i{w) donne le tenseur energie- 
impulsion T, et eventuellement des termes exprimes a partir des champs primaires. Ceci 
est la repercussion, au niveau de I'algebre des courants, de = dz- II est facile de se 
rendre compte que (I3T21I ) conduit aux deux premieres relations de (|3.2.5|) (avec une charge 



centrale). Par contre, I'analogue de la troisieme ne semble pas evidente a obtenir. 

On pent comparer la structure construite a I'algebre de Virasoro fractionnaire (FSV) 
consideree dans ||1 16| , |117|| , oii, au cote du tenseur energie- impulsion, un courant conserve 



de poids conforme 1 + 1/F est introduit. Ces deux algebres sont differentes, et ceci pour 
plusieurs raisons. FSV implique des relations de fermeture quadratiques mais non-locales, 
alors que FSUSY admet des relations de fermeture d'ordre F mais locales. En outre, les 
charges centrales different dans les deux theories {ck = SK/{K + 2), K = 4:,Gk = 2 



correspondant a F = 3 etc.) ||116| , |117|| . Enfin, les champs ijj que nous avons introduits ne 
sont pas des parafermions. 

3.2.8 Associativite 

Nous avons mentionne que I'algebre associee a la FSUSY induisait des relations de fermeture 
non-quadratiques, mais pour qu'une theorie conforme soit coherente, il n'est pas suffisant 
qu'elle soit fermee, elle doit egalement etre associative. Ce nouveau type de contraintes a eu 



une incidence non nuUe sur la structure introduite dans 111161 11 1711. L'associativite se manifeste 



3.2 Supersymetrie fractionnaire en dimension 2 et invariance conforme 77 



lorsque Ton calcule une fonction de correlation, et impose que le resultat soit independant 
de la maniere dont on groupe les differents champs . 

Ainsi, par exemple, si on veut determiner (0i(2i)02(-22)03(-23)), nous avons deux fagons 
de distribuer les parentheses : 



0l(2;i) (02(^2)03(2:3))) ou (^[(j)l{zi)(j)2{z2))(j)3{ 



ces deux fagons devant conduire au meme resultat. Et ainsi de suite pour les fonctions a 
quatre, cinq etc. points. 

Une solution a ce probleme delicat a ete donnee par I'etude des fonctions de Green a 
4 points entre champs primaires, et debouche sur I'equation de bootstrap ||113|| . Une telle 



equation permet de determiner les divers coefficients apparaissant dans les OPE entre les 
champs primaires. Dans le cas 011 F = 3, on a 



dx{z)dx{w) = j:r^2 + T.cT^d-x{w){z-wr-' 



dX{z)i,a{w) = ^Co"i")9'^^,(w)(z-w)"-i, a=l,2 



n>0 



Mz)Mw) = T.Cl'l^'^d^MwKz-wr (3.2.23) 



n>0 



M^)Mw) = EC2r^>i(^)( 



z — w] 



n>0 



z — w] 



n>0 



= -^ + Y.C2r9-x{w){z-w) 

Si on calcule 

< (t)l{Zl)(t)2{z2)(t)'i{Z'i)(t)i{z4) >, 

avec (pi = ipi,ip2,dzX on pent (en utilisant les equations ( p.2.23|) ) 

• soit contracter 0i avec 02 et 03 avec 04 et ensuite calculer les fonctions a deux-points; 

• soit contracter 02 avec 03 et 0i avec 04 puis calculer les fonctions a deux points. 



Imposer que les deux fagons de proceder conduisent au meme resultat fixe les coefficients C 
introduits dans ( 3.2.231) . Nous n'avons pas encore effectue de tels calculs qui peuvent etre 
tres lourds. 
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3.2.9 Applications 

Le premier type d'applications envisageable a partir de la FSUSY consiste en I'etude des 
systemes integrables ou des modeles minimaux (en particulier pour F = 2,3,4 oii la charge 
centrale est un nombre rationnel): ainsi, une theorie FSUSY d'ordre 4 est obligatoirement 
supersymetrique. 

Tout comme F = 2 contient un champ primaire fermionique et debouche sur une descrip- 
tion du modele d'lsing, on pent se poser la question du systeme (si systeme il y a) sous-tendu 
par la theorie F = 3. On pourrait penser que les champs tpi et iIj2 sont correles au modele de 
Potts a trois etats. Mais tel n'est pas le cas car la charge centrale de ipi et ip2 est 1/3 alors 
que celle de Potts a trois etats est c = 4/5. 

En marge (ou relie ?) a ce probleme, plusieurs extensions sont alors envisageables: 



1. introduire d'autres superchamps que le superchamp scalaire ( |3.2.6| ), par exemple des 



champs de poids conforme non-nul. C'est ce principe qui permet de construire une 
theorie /F— SUSY a partir d'une F— SUSY. II a d'ailleurs ete etabli que les representa- 
tions de FSUSY sont en bijection avec celles (cycliques) du groupe quantique Uq{sl{2)) 



(Saidi el al []67| ); 



2. on pent egalement introduire des termes d'interaction en definissant un superpotentiel 
(Debergh Saidi et al ou encore un couplage entre differents superchamps de 



poids conformes distincts (Collato et al 
3. enfin, si on modifie les relations de commutation entre les oscillateurs de la fagon 



suivante |p3| 



on obtient 



a^al — qa\ar = fc„(A)5j,s, (3.2.24) 



(oi \o) = ^y: Km-r - j-^-^, (3.2.25) 



^ 31) ^ [z-w] 



et on pent reproduire des fonctions de Green non- locales. Evidemment, tout ce que 
nous avons fait n'est plus valable dans ce cas-la, et on pent se demander si une telle 
description a (ou n'a pas) de rapport avec les parafermions et FSV? 

On pent egalement envisager que la FSUSY soit une symetrie sur la surface d'univers 
et done appliquer les resultats en theorie des cordes. Si maintenant, on veut construire une 
action presentant une invariance locale (tout comme en dimension 1), les problemes enonces 
dans la premiere partie restent entiers et il faudrait construire proprement une telle action. 
D'apres la discussion envisagee dans la section (3.1.4), il semblerait qu'il faille introduire F—1 
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fractini, controlant I'invariance par FSUSY, et une metrique (ou un "zweibein") controlant 
les diffeomorphismes. Parmi ces champs de jauge, seuls le zweibein et les fractini Xi couplant 
aux courants Gi, lorsque i divise F, pourront avoir une incidence sur la coherence de la 
theorie (seulement ces champs se transformeront par FSUSY d'ordre i/F comme une derivee 
totale) C'est par I'intermediaire des fantomes que Polyakov a le premier demontre que 
les theories primitives des cordes/supercordes imposaient une dimension de I'espace-temps 
de 26, 10 ||119|| . Nous allons reproduire les etapes du raisonnement applique a une theorie 
FSUSY. Une extension des theories des cordes a egalement ete obtenue dans le cadre des 
theories FSV [|TT^ . 

Lors de la quantification par I'integrale de chemin, le fait de fixer une jauge necessite 
I'introduction de fantomes. Sans connaitre precisement la forme de Faction invariante lo- 
cale, utilisant les lois de transformation ( |2.3.14| ), on pent ecrire (pour la FSUSY d'ordre 

m 



s,. 



(det Jghost) 



-F/i+l 



(i) 
F/i- 



exp 



+ 



+ S {i) 



(3.2.26) 



(0 



Oil nous avons introduit F/i — 1 paires de fantomes/anti-fantomes, champs bosoniques expri- 
mant le determinant apparaissant dans ( |3.2.26| ), chaque paire de fantomes contribuant pour 
une puissance 1 dans I'expression du determinant. Comme le parametre de la transforma- 
tion F/i— SUSY est de poids conforme —i/F, les fantomes 7*-*\ anti-fantomes sont de 
poids conformes —i/F, 1+i/F. Un tel couple aura une charge centrale (Polyakov ||107|| ) de 
C/3{o,^(») = 2(1 + Qi/ F{i/ F + 1)). Les fantomes introduits de cette fagon sont associes a une 
symetrie car Gi est un generateur. Etant donne que les representations de la FSUSY font 
appel a des champs de tons les types, il est tres probable qu'il faille egalement introduire des 
champs de poids conformes —i/F, 1+i/F lorsque i ne divise pas F, de telle sorte que Ton 
puisse completer les divers super-multiplets. Suivant la terminologie introduite, on pourrait 
appeler pseudo-fantomes de tels champs. Du fait qu'ils sont associes a une pseudo-symetrie, 
ils ne contribueraient pas a I'anomalie. 

On resume alors dans le tableau suivant les differentes contributions a I'anomalie (on 
rappelle que la contribution du systeme c, h, controlant I'anomalie des diffeomorphismes est 
toujours —26) 
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FSUSY 


ixiatiere 


fantonies 


dimpnsion critioiip 


F = 1 


1 


-26 


26 


F = 2 


1 + i 


-26 + 11 


10 


F = 3 


1 + 1 


-26 + 2 X f 


17 
2 


F = A 


1 + i + O 


-26 + 11 + 3 X f 


negative 


F >A 


irrationnel 




irrationnel 



Les diverses contributions correspondent: 

dans la colonne matiere: aux differents champs ( 3.2.22 ); 

dans la colonne fantomes: aux contributions provenant des diverses symetries (par exemple 
pour F = 4, on a la supersymetrie, la FSUSY d'ordre 4 et les diffeomorphismes) ; 
la dimension critique est obtenue en prenant D families de multiplets d'ordre F de telle sorte 
que I'anomalie totale est nulle. 

Cette etude generale montre que la FSUSY n'est pas applicable (du moins dans sa presente 
version) pour la description d'une theorie de corde car, pour F = 3, la dimension n'est pas 
entiere et pour -F = 4, elle est negative. Et a fortiori, des que F > 4, on ne pent pas construire 
de theorie satisfaisante. 

Dans les Refs.| p.2H ], une approche tres semblable a celle que nous avons suivie pour con- 
struire la FSUSY a ete proposee. La difference essentielle reside dans les proprietes des 
differents champs qui commutent ou anticommutent. Alors, d'une part, la charge centrale 
de la matiere est toujours un nombre rationnel (il n'y a pas de q conduisant a un cosinus). 
D'autre part, dans cette approche, il apparait des symetries de tons les types et les restric- 
tions de type "Gj est un generateur si i divise F" ne sont pas de mise. De cette fagon, d'autres 
dimensions critiques apparaissent. 



Pour clore cette partie, mentionnons que tons ces resultats militent en faveur d'une 
modification de la FSUSY en dimension 2 



soit par la consideration d'autres multiplets; 

soit par une modification pertinente de I'algebre des oscillateurs; 

??? 



En effet, la FSUSY en 2D presente des avantages et des inconvenients par rapport aux 
theories analogues telles que FSV. 
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Avantage: nous avons une structure de supcrcspacc cxplicitc et des variables gcneralisant 
les variables de Grassmann adaptees pour decrire une telle extension de I'algebre de Virasoro. 

Inconvenients: la charge centrale est en general irrationnelle ct dc cc fait, la connexion 
avec une theorie de corde n'est pas envisageable. Nous n'avons cgalcmcnt pas dc relation 
evidentes avec des systemes integrables, et en particulier avec les parafermions de Fateev et 
Zamolodchikov. 
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3.3 Supersymetrie fractionnaire en dimension 1 + 2 et 



La derniere dimension qui presents des proprietes particulieres et permette de construire 
une extension des theories supersymetriques se trouve etre 1 + 2. Dans de tels espaces, 
I'existence de representations qui ne sont ni bosoniques (ou parabosoniques) ni fermioniques 
(ou parafermioniques) permet de definir des particules de spin arbitraire. Nous allons voir 
comment, a partir de ces representations anyoniques. 11 est possible de construire une symetrie 
allant au-dela de la supersymetrie et constituant une extension naturclle des theories FSUSY 
deja definies en dimension 1 et 2. Nous nous attacherons ensuite a etudier les representations 
de cette symetrie. 

3.3.1 Representations de I'algebre de Poincare 

II existe plusieurs fagons d'introduire les statistiques fractionnaires en dimension 1 + 2. Par 
exemple, on pent se demander si le fait de permuter deux particules dans le sens retrograde 
ou trigonometrique conduit a un meme dephasage (exp(i7ra) = exp(— iTTo;), voir figure). 



anyons 




x2 



<=> 



7 



Ix 





9 



i 71 a 



-1 71 a 

e 



e 



Des que la dimension de I'espace-temps est superieure a 4, I'existence de dimensions du 
genre espace perpendiculaires au plan de la figure impose que les deux manieres d'echanger 
les particules 1 et 2 soient identiques (on pent faire une rotation, dans un plan contenant 
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1' axe reliant 1 a 2 et perpendiculaire au plan de la figure, echangeant / et //) et done 
a = 0, 1. Par centre, si Z) = 3, tel n'est plus le cas et a est arbitraire. II s'ensuit, lorsque 
la dimension de I'espace-temps est egale (superieure ou egale) a 3, que les particules sent 
dans une representation du groupe des tresses (permutations). Ainsi, en dimension 1 + 2, des 
statistiques ni bosoniques (a = 0) ni fermioniques (a = 1) sont permises ||101 |. 



On pent egalement introduire les etats de spin fractionnaire par la theorie des represen- 
tations. Etant donne que le premier groupe d'homotopie est 7ri(5'0(l, 2)) = tii{S0{2)) = Z, 
il existe un groupe de recouvrement universel permettant d'autres representations que celles 
bosoniques et fermioniques. 

On definit les generateurs du groupe de Poincare J" = \Ti"f^eji^uJ^^ et P" {rjap = 
Diag(— 1, 1,1) est la metrique de Minkowski et e^^j, le tenseur de Levi-Civita). L'algebre 
de Poincare s'ecrit alors 



P", P^ 



(3.3.1) 



Les representations pour les particules de masse m 7^ sont obtenues a partir de I'etude 
du petit groupe laissant invariant I'impulsion p°' = (m, 0,0), calculee dans un referentiel 
oil la particule est au repos. Etant donne que ce groupe de stabilite est abelien {SO (2)), 
les representations sont de dimension 1 et non-quantifiees (J° — > J° + s laisse invariantes 
les relations de structure de 5*0(2)). Les representations sont done parametrisees par un 
parametre continu s G iR . Une telle substitution montre explicitement que lorsque Ton fait 
une rotation de 27r, on engendre une phase e^**'^. II est remarquable de constater alors, que 
pour le groupe 5*0(1, 2), la transformation simultanee J' — > J^+g p,^^ preserve les relations 
de commutation de 5*0(1,2). Puisque pour une transformation propre et orthochrone, le 
denominateur ne s'annule jamais, s n'est pas quantifie (ce n'est bien siir pas vrai pour 
5*0(3)). En outre, a partir de la methode des representations induites, on pent montrer que, 
pour une representation s, on a (les representations du groupe de Poincare ont ete etudiees 



dans ra) 



J' 




pO— ) +s— 

dpi J + m 



(3.3.2) 



+ s 



p" 
p^ + 
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avec p la valeur propre de P. Une telle modification des generateurs de Lorentz a ete proposee 
dans |p.23|| . L'idee de la demonstration est la suivante: partant du referentiel oiip" = (m, 0, 0), 
par une transformation de Lorentz, on passe dans un repere quelconque, pour lequel = 
(avec p"pa = 'm'^) et on regarde ce qu'induit un tel cliangement de base au niveau 
des generateurs de Lorentz ||124 



Une fois les representations ( p.3.2|) mises en evidence, il a ete observe [|122| , |124| , |125|| qu'a 
partir des deux operateurs de Casimir (P.P et P.J), on pouvait construire une equation du 



mouvement pour une particule de masse m (PP 



et de spin s (P.J 



ms] 



(P^-m^)^ = 
{P.J-sm)-^ = 0. 



(3.3.3) 



Diverses approches ont egalement conduit a des equations analogues | p,25|| . 11 est important 
de noter qu'une telle description differe de celle oii, par I'intermediaire d'un terme de Chern- 
Simons, on transmute un champ scalaire en un champ de spin fractionnaire [|l2f 



Les equations ( p.3.3| ) ne sont vraies que sur la couche de masse, et pour obtenir des 
equations covariantes, il faut aller au-dela de la condition de masse et etudier les representa- 
tions du groupe de Lorentz en dimension 3. Ainsi, en partant de ces representations, en 
imposant une equation du mouvement appropriee, on pent retrouver (|3.3.3|) avec le bon 



nombre de degre(s) de liberte. C'est d'ailleurs ainsi que Ton passe, a quatre dimensions, d'un 
champ de Dirac a 4 composantes complexes, aux degres de liberte de I'electron par exemple. 

Jackiw et Nair ||124|| et Binegar ||122|| ont montre, par un calcul explicite, que les represen- 
tations non-unitaires de dimension 2s + 1 conduisaient a (|3.3.3|) (du moins pour les represen- 
tations vectorielle et spinorielle). Ces resultats ont ensuite ete etendus pour s arbitraire 
124| |125|| et admettent comme point de depart les representations de dimension infinie de 



5*0(1, 2). Celles-ci ont ete mises en evidence par Wybourne ||127|| et consistent en les series 
discretes bornees de plus haut ou de plus bas poids. C'est a partir de ces representations 
que Ton pent obtenir une equation relativiste pour un anyon ||124||. II existe egalement les 



series dites continues |[127|| qui ne sont bornees ni par le haut ni par le bas; une equation 
relativiste a egalement ete proposee pour de telles representations (voir le troisieme article de 
125|| ), mais nous n'en parlerons pas et nous nous limiterons aux series discretes. En notant 



J± = Ji =F i J^, on obtient 



■Js\s+,n) = {s + n)\s+,n) 
Vf : Js,+ \s+,n) = ^{2s + n){n + l )|s+,n+ 1) 
Js,_|s+, n) = J (2s + n — l)n|s+, n — 1), 



(3.3.4) 



pour les series de plus bas poids, et pour celles de plus haut poids. 
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Js\s-,n) = - 
Js,+ \s-,n) = 
Js-\s_,n) = 

Ces deux representations admettent s{s 



'{s + n)\s_, n) 



(2s 



n 



l)n\s. 



n 



1) 



(3.3.5) 



^ {2s + n){n + l)\s_,n + I) . 

1) comme valeur de I'operateur de Casimir. Cette 
approche qui passe par les representations du groupe de recouvrement universel de 50(1, 2) 
differe de celle oil des representations multi-valuees de S0{1,2) sont considerees ||128|| . 



Pour terminer cette section, mentionnons les resultats essentiels de Jackiw et Nair ||124|| : 
il est possible de construire une equation relativiste pour un anyon de spin s. La solution 
d'une telle equation s'exprime comme la somme directe d'une particule d'energie positive 
dans la representation et d'une solution d'energie negative dans la representations T>~ . 
Ceci revient a dire que Ton obtient un etat d'energie positive et d'helicite /i = s et un etat 
d'energie negative et d'helicite h = —s: \s) = \h = s, +) Q) \h = —s,—). Ces deux etats 
sont done CP conjugues I'un de 1' autre et finalement, on obtient une representation reelle 
(comme il se doit pour 50(2)). 

En fait, pour construire des equations covariantes reproduisant ( |3.3.3|) , on releve deux 
methodes. La premiere admet comme point de depart la representation T>_i © "Ps+i ||124|| 
et la seconde 'D_i/2 © 2^s+i/2 ||125|| (troisieme article); T'_i,T'_i/2 sont les representations 



vectorielle et spinorielle. Dans les deux cas, (|3.3.3|) ont ete derivees a partir d'une equation 
lineaire plus un certain nombre de conditions subsidiaires. Mentionnons que dans les deux 



dernieres references de |125|, une equation lineaire a ete obtenue. 



Nous allons, dans la section suivante, considerer le cas s 



'1/F. Si on observe les 



equations ( |3.3.4| ) et ( |3.3.5| ), il apparait immediatement une ambiguite liee a y—2/F. De ce 
fait, il y a a priori quatre representations possibles: deux de plus haut poids et deux de plus 
bas poids liees au choix = ±i. On note 1^^i/f-± ces quatre representations. On pent 

alors etablir que celles-ci sont reliees de la maniere suivante 



la representation duale de 



est definie moyennant la substitution J"- 



v 



la representation complexe conjuguee de 'D'^^^p._^_, est obtenue en introduisant J" — 
- {J"-)* 0' (comme, quelque soit la representation choisie, par definition on a 



finalement 



l/F;- 



(J^) T i {J ) )■ On obtient alors 'DZi/f;+ 
- V+ 



^Etant donne que pour les mathematiciens il n'y a pas de facteur i dans la definition d'une algebre de 



Lie, -c.f. ( 3.3.1 )- il n'y a pas de signe moins dans la definition de la representation complexe conjuguee. 

•^On pent noter que pour une matrice complexe X, X* represente la matrice complexe conjuguee, alors 
que pour un espace vectoriel V , V* represente son espace dual. 
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Si maintenant on considere ipa G 'C^i/^.^,^" € 1^CZi/F-+^'4'a ^ I^Zi/p-- G V~^^^p._ 

(les notations suivent de tres pres celles de SL{2,€)), nous avons les lois de transformation 
suivantes 



(3.3.6) 



On pent alors montrer que les representations de plus haut/bas poids sont isomorphes 
(etant donne que nous considerons des espaces de dimension infinie, on a plus exactement 

diag(-l,l,---,l) 



{9a 



-1 



et ga 



g"^ = gaa = g"" 



). Considerons les matrices ga 
_ (gaaX pent alors definir le produit scalaire 



V 



a>0 



(3.3.7) 



9bb (pour 



les sommes peuvent etre en 



etablissant explicitement I'inclusion V_^^p.^ C 

'^-i/F-+ ou prend des sommes finies alors que pour j^_i/p.. 
principe infinies. 

La raison pour laquelle nous avons un produit scalaire pseudo-hermitien est liee au fait 
que nous avons des representations non-unitaires d'un groupe de Lie non-compact. 



3.3.2 Extension de I'algebre de Poincare et supersymetrie frac- 
tionnaire 

Le point de depart dans I'etude des extensions de I'algebre de Poincare consiste a definir des 
series infinies de charges, dans les representations appropriees de 5*0(1,2). Etant donnes les 
resultats des sections consacrees a I'etude de la FSUSY en une et deux dimensions, on choisit 
des charges dans les representations "P^^/^.^ et VZi/p._ notees respect ivement 

et ^QZi/F+n}- ^ done 

{Q-1/F 

carree d'un nombre negatif en fixant \f- 



Q-i/F+n) ■ Ou resoud I'ambiguite hee a la racine 
= i. D'apres les equations ( |3.3.4| ) et ( |3.3.5| ), on en 



deduit les relations de commutation 68 



Q-l/F+n 



-1/F + n) QtyF-,n 

-2/F + n){n + l) Q\/p^^+^ 
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-l/F+n 


= 




Ql 


-1/F+n 




'j+ 


Q: 


-l/F+n 




J_ 


Q: 


-1/F+n 





_2/F + n-l)n Q\/p^^_, 
-l/F + n) Q~_„F^^ 



(3.3.8) 



-2/F + n-l)n] QZyp_,^_, 



-2/F + n)(n + l) Qli/F+n+i 



On obtient done une infinite de generateurs d'helieite h = n — 1/F pour la representation 



l/F 



et h = —n + 1/F pour Vl 



l/F; 



ces deux representations ne sont pas equivalentes. 



Dans le cas particulier oil F = 2, T>_^i^ ~ ^-1/2 representation est de dimension 2. 



-1/2 



Comme on a introduit des charges dans une representation anyonique de S'0( 1,2), on 
aimerait pouvoir construire une extension non-triviale de I'algebre de Poincare. Nous notons 
de fagon generique A, B les generateurs anyoniques et bosoniques. On sait que les operateurs 
du type A induisent des generateurs du type B en dimension un et deux. Par ailleurs, etant 
donne que A prend une phase exp(— ^) lors d'une rotation de 27r, ses elements admettront 
une graduation F — 1 dans Zp, alors que les operateurs bosoniques une graduation 0. Tout 
comme en dimension 1 et 2, on pent se poser la question de I'existence de charges de grad- 
uation — a/F, et on montrera que de telles charges peuvent etre definies si a divise F. Nous 
nous pencherons sur cette alternative ulterieurement. Forts de ces resultats, on obtient 



{A,---,A}pr^B 

[B,A]--A (3.3.9) 
[S, B] ~ 



la justification du produit completement symetrique {■■■}f (voir equation (|1.1.4D ) sera 
donnee par la suite. 

A ce stade deux etapes, sont encore necessaires: identifier precisement les relations entre 
{A} et {B} et ensuite s'assurer de la coherence de I'algebre ainsi definie. Ces deux contraintes 
seront en fait resolues en une seule etape, en definissant des identites de Jacobi appropriees 



[[^1,^2] , B,] + [[^2, S3] , Bi] + [[^3, Bi] , S2] = 
[[fii, B2] , ^3] + [[B2, A,] , B,] + [[^3, B,] , S2] = 

[B, {Ai, Af}f] = {[B,Ai],..., Af}p + ■■■ + {Ai, ...,[B, Af]}f (3.3.10) 

F+l 

[Ai, {Ai, . . . ,Ai-i,Ai+i, . . . ,Af+i}p] = 0. 
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Les deux premieres identites sont identiques a celles obtenues pour les superalgebres de Lie, 
la troisieme est derivee en utilisant la regie de Leibniz avec i3 et {■ ■ ■} et la derniere est 
donnee par un calcul direct. Vu la structure particuliere de I'algebre, il n'y a pas d'autre 
identites. 

Pour determiner le reste de la structure engendree par {A, B} on postule la forme la plus 
generale pour la premiere equation de ( |3.3.9| ) 



[\A,---,A\]p = a.P + (3.J, 

oil [I • ■ ■ |]^ represente une combinaison de produits symetriques {■ ■ ■}f d'ordre F a determi- 
ner. 

A partir de la premiere identite de Jacobi avec B = P, en utilisant [P, Q] = 0, on montre 
que P = 0, alors que la meme identite avec B = Jq nous indique que les deux membres de 
I'equation ont la meme helicite. Enfin, Faction des operateurs J± impose que I'on ait iBS 



Q^i,...,Q^ j = (q^X = P^ 

F F ) p \ F/ 

F F F _ 

iF-l){Q\,...,Q\,Qf ,,Qf A ±zVf^\q^^,...,Q\,Q^ A = P± 

V F F F F ) p K F F F ) p 



±i\l-P° 

F)p \ F 



(3.3.11^ 



Q^i/p) ( J^i \ Q^i/f) ~ ) Que Ton 
identifie avec P:^, on construit la representation vectorielle a partir de T^'tiip.± par action 

F . 



successive de J±. Si on suppose que 



J. 



7^ 0, c'est-a-dire que partant 



d'un vide d'helicite h = —1, on pent obtenir un etat d'helicite h = 2, utilisant les methode 
usuelles de theorie des groupes, on arrive a une contradiction. En effet, une telle hypothese 



conduirait a 



J: 



7^ 0, contredisant le fait que \^Q'^j_j est un vecteur primitif 

(voir (gXSD).' 

Les relations ( p.3.11| ) nous montrent explicitement que nous avons construit une applica- 



tion d'un sous-espace de {V^j_ .) (le produit symetrique d'ordre F) dans 
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J±AQ 



J±AQ 



{Po,P±}. 



Si maintenant on suppose que Ton puisse decomposer la troisieme equation de ( |3.3.11|) en 
deux termes independants, on pent montrer, en utilisant les identites de Jacobi, que I'on 
obtient une contradiction car on debouche sur une incoherence. Ainsi done, au fur et a 
mesure que I'helicite du membre de droite va augmenter, on aura de plus en plus de termes 
dans la somme. Le fait que I'on obtienne des produits symetriques est tout simplement 
une consequence de la regie de Leibniz. La raison de ce comportement s'explique: on veut 
construire a partir de {^-i/f ±} (^^ produit symetrique d'ordre F) la representation 
vectorielle de S0{1,2). La premiere est de dimension infinie et la seconde de dimension 3. 
En fait, ( p.3.11| ) ne represente que ^V^^^p._^^ ~ V^i © ■ ■ • . Cependant, on observe qu'il 
est impossible de trouver une decomposition de (j^^i/p.- 



S^(vtyF:±) =1^-i®V, (3.3.12) 

pour laquelle V soit stable par action de S0{1, 2). En effet, si tel etait le cas, nous pourrions 
mettre en evidence une projection 5*0(1, 2)— equivariante 



TT : 



-1/F;± 



(3.3.13) 



De ce fait, les vecteurs = n IS ( ■ ■ ■ , Q_i/p, Q^_i/p] j G P-i satisferaient 



[J^,[J^,[J^,X= 



±tJ2/FJ2il - 2/F)V3(2 - 2/F)P_ ^ 0, 



ce qui est en contradiction avec le fait que J|. est represente par zero pour la representation 
vectorielle. 

Si F = 2, on obtient \t>-i/2^ = 'P'-i et une telle extension de I'algebre de Poincare 
constitue I'extension supersymetrique que Ton pent exprimer en termes de matrices de Pauli. 



3.3.3 Proprietes 

3.3.3.1. Structure de I'algebre 



II est egalement possible, lorsque I'ordre de la supersymetrie fractionnaire n'est pas un 
nombre premier {F' = f'F) , de construire une extension de FSUSY d'ordre F a partir d'une 
extension d'ordre f'F. En reprenant le langage et les notations que nous avons utilisees, on 
construit une identification S-^ ^V'^-^^^j.p.jJ^ ~ ^-i/f ± ® ' ' Bien entendu, les restrictions 
enoncees resteront vraies 
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(3.3.14) 



J^i ' ' ' ' 



j±,{q 



Toutes les proprietes mentionnees lors du plongement de {^-i/f ±} dans la representation 
vectorielle restent vraies. Si en outre F est pair et / = F/2, ( p.3.14[ ) conduit aux charges de 
la supersymetrie et on obtient une representation de dimension finie; done comme precedem- 
ment, le premier membre de I'equation s'annule (apres I'application de I'operateur J± plus 
de deux fois). 



L 'existence de sous-symetries pent etre mise en relation avec les resultats de ||12S 



ou une 



supersymetrie entre particules de spin 1/4 et 3/4 (semions) a ete mise en evidence. 



3.3.3.2. Extensions avec charges centrales 

Tout comme dans les theories supersymetriques usuelles, il est possible de construire des 
extensions de I'algebre de Poincare avec N series de supercharges dans la representation 
■^-i/F it 'S'0(1, 2). On pent montrer que Ton obtient des extensions avec des charges cen- 
trales. 

3.3.3.3. Proprietes generales 

Dans la prochaine section, nous allons rechercher les representations de FSUSY. Cepen- 
dant, on pent deja tirer un certain nombre de conclusions. II est facile de se rendre compte 
que est un operateur de Casimir done tons les etats apparaissant dans une representation 
irreductible auront la meme masse. Ensuite, si on introduit un operateur nombre anyonique 
Af_A satisfaisant exp(A/'^)Qs = exp(A/'^), par une technique analogue a celle utilisee 
en supersymetrie (en montrant que tr (^exp{2inAfA) ^Q^j_, ■ ■ ■ ,Q^j_,Q^_i_^ ^ = 0), on 
obtient que tr (exp(A/'^)) = 0. Ceci nous permet de conclure que chaque representation 
irreductible contient F statistiques differentes (A, A — 1/F, ■ ■ ■ , A — (F — 1/F)) -A sera specific 
ulterieurement- et que le nombre d'etats d'une statistique donnee est independant de sa 
statistique; ceci revient a dire que la dimension de Ex-a/F ne depend pas de a {E\_a/F etant 
I'espace des etats de statistique X — a/F). Un tel resultat a ete obtenu en dimension deux par 
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Saidi et al [0. II faut cependant mentionner que la trace doit etre construite avec precaution 
car nous avons affaire a des algebres de dimension infinie. 

3.3.4 Representations de I'algebre 

Pour des raisons de commodite, nous allons rechercher les representations de I'algebre dans 
le cas le plus simple. Nous allons choisir une serie de charges que nous fixons dans la 
representation V^^jp.j^. Nous allons voir que I'unitarite de la representation impose que 
Ton prenne des charges dans les representations V^^^jp.j^ et VZiip._- 

Les representations massives sont obtenues en etudiant la sous-algebre preservant I'impul- 
sion au repos = (m, 0,0). De ce fait, les etats a une particule seront determines par la 
valeur propre associee aux rotations dans le plan (x^, a;^), c'est-a-dire I'helicite. Si on regarde 



la structure du second membre de (|3.3.11| ), on observe que les relations invoquant les charges 
n > Q admettent toujours un second membre nul. Ceci nous suggere fortement 
de representer ces charges par zero. Ce faisant, apres un choix de normalisation approprie, 
on obtient 



J.) 

F 



F ^ 



F ) F 



l/F (3.3.15) 
■ ■■ip = -1/F,1-1/F and, ii + . . . + ip 7^ 0. 



Si on se reporte au chapitre 1, on voit que Q\/p et Q^_i/p engendrent I'algebre de Clifford 
du polynome x^~^y, justifiant a posteriori notre choix Q_i/p^i+n = 0,n > 0. Tout comme 
en dimension 1 et 2, I'algebre FSUSY est associee a I'algebre de Clifford de x^~^y. De ce 
fait, pour obtenir les representations de (p.3.1| ), ( p.3.8| ) et (|3.3.11|) , il suffit de connaitre celles 



de C^F-iy 



68[| . De telles representations ont ete mises en evidence dans la section (1.1.3). 
On voit done transparaitre une certaine unite dans cette serie d'extensions algebriques et 
on pent comparer I'etude de ses representations a celles derivees en supersymetrie [ p.30|| . On 
obtient done 
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(3.3.16) 



Cependant, les matrices obtenues ci-dessus ne sont pas appropriees pour mettre en 
evidence que la representation de I'algebre FSUSY est unitaire. Autrement dit, elles ne 
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conduisent pas a des relations quadratiques simples entre et (Q^)^ = Q~ ■ De ce fait, 
il est preferable de choisir d'autres representations matricielles (reliees a ( p.3.16| ) par un 
changement d'echelle) 



r / 1 



[1] 
^/\2\ 







V 



yJ[F-l\ / 



F - 1) 

^2{F - 2) 



I V 







... yJ{F - 1)1 / 



' / ... |^[F-1]!| ^ 



\ 









1/(F-1)! 





. \ . . . 



(3.3.17) 



11 est clair que les trois series de matrices ( |3.3.16| , p.3.17D sont reliees par un changement de 



base (ou un changement d'echelle). A partir de Q~^, on construit alors Q 

QZ^ = {Qti}j^ (3.3.18) 

On observe alors deux consequences de la representation obtenue: 

1. Un calcul direct nous prouve que les matrices Qlli/p et QZi/p satisfont des relations 
quadratiques 



(a) Avec le premier choix propose en ( |3.3.17|) , on montre que Ton obtient I'algebre 
des g— oscillateurs 



QZ,/fQ-i/f - q^'^'QtypQZyp = 9^"^/' (3.3.19) 
[N, Qt,/p] = Q\,p 

[N,QZyp] = -Q-i/F^ 

et N = diag(0, 1, ■ ■ ■ , F — 1) I'operateur nombre. 

(b) Alors qu'avec le second, on obtient 

[QZ,/p, Q\/f] = N = diag(F - 1, F - 3, ■ ■ ■ , 1 - F) (3.3.20) 

[N,Qtyp] = T2Qtyp, 

et engendrent la representation de dimension F de SL{2, IR ). 
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Parmi ces series de matrices, nous n'avons pas pu trouver d'argument permettant 
de clioisir I'une des series plutot qu'une autre. Autrement, dit nous ne sommes pas 
parvenus a mettre en evidence de relations quadratiques intrinseques (independamment 
de toute realisation matricielle) de I'algebre FSUSY. 

Les relations quadratiques ( |3.3.19| ) ou ( |3.3.2CI| ) nous permettent de montrer que la 
representation de I'algebre FSUSY est unitaire. C'est-a-dire que si Ton definit un vide 
|0 > annihile par QZi/p (voir ci-apres), les etats (Q~^^/p^ |0 >, n = 0, ■ ■ ■ , F — 1 
forment une base orthonormee de I'espace de Hilbert. 



2. Deuxiemement, nous avons 



Qt-i/F - [F ('^-V^y 
dans le cas des g— oscillateurs et 

^l-l/F = ((i? _ 1)1)2 \9-l/F) 

pour SL{2,IR ). De ce fait la representation est construite uniquement avec les ma- 
trices Q^i/p. On pent se poser la question des autres choix possibles, pour Qi_i/p, 
analogues a la matrice Y pour F = 3 (voir section (1.3.1)). Etant donne que Qi_i^p 
augmente I'helicite de 1 — 1/F et que Q^i/p I'augmente de —l/F, I'unique choix com- 
patible avec la structure du groupe de Poincare est celui propose. Autrement dit, le fait 
d'imposer que les matrices Q soient dans une representation du petit groupe selectionne 
automatiquement la representation la plus simple parmi toutes les representations de 



Pour construire la representation de FSUSY, on choisit un vide de spin A, ce qui 
donne, d'apres les resultats de Jackiw et Nair [|124|| , plus le fait que les representations de 
5*0(2) sont reelles 



Q^ = Ql ®QZx, (3.3.21) 

c'est-a-dire que nous devons considerer un vide d'helicite h = X et d'energie positive ainsi 
qu'un vide d'helicite h = —A et d'energie negative. Ces deux etats sont CPT— conjugues. 

Le vide fl^ est annihile par QZi/py l^s divers etats sont engendres par Taction successive 
de Q~^i/p. L'invariance par conjugaison CPT nous force a choisir Q^^^^fi^ = 0. On obtient 
done la representation de I'algebre |Q (avec les normalisations des g— oscillateurs) 
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On illustre explicitement la propriete qui affirme que Ton a autant d'etats de spin 0, de 
spin 1/F ■ ■ ■ et de spin (F — 1)/F) (modulo A, le spin du vide). Les etats d'energie positive 
et d'helicite (A, A — . . . , A — ^^), sont CPT— conjugues des etats d'energie negative et 



d'helicite (—A, —A + . . . , —A + ^-p^)- Outre le fait que la representation est unitaire, le 



second clioix pour les matrices Q ( p.3.17|) permet de conclure que la representation de la 
FSUSY est dans une representation de dimension F de SU{2). 

Une telle methode, lorsque Ton considere un nombre arbitraire N de representations 
■^-i/F ±' transposable. Dans le cas le plus simple et en I'absence de charge centrale, on 
doit mettre en evidence les representations de I'algebre de Clifford du polynome Xi~^yi + 



+ ^Uj^ (ceci renforce encore I'analogie avec la supersymetrie [|130|| ). Un choix probable 



consisterait a prendre N series de matrices g— mutantes les unes par rapport aux autres (voir 
chapitre 1). 

Enfin, notons que lorsque F n'est pas premier, comme en dimension 1 et 2, on pent 
decomposer le supermultiplet en sous-supermultiplets (voir eq.( p.l.l6[) ). 



3.3.5 Perspectives 

Nous avons ete capables de mettre en evidence les representations unitaires de I'algebre 
FSUSY en 3D. Est-il possible d'exhiber des representations hors couche de masse et de 
definir des champs auxiliaires (comme en dimension 2)? Dans cette voie, est-il possible de 
relier les representations de 50(1, 2) a I'approche exploitee dans la section (3.1), c'est-a-dire 
profiter de I'existence de representations de dimension infinie pour I'algebre de Clifford du 

''II n'est pas toujours possible d'ecrire ^Q^^^^p, ■ ■ ■ , Q^I^ip^ = ' ou correspond aux difFerentes 
families de supercharges. En general, a la difference des theories supersymetriques usuelles, le coefficient 
multiplicatif de P_ est un tenseur symetrique d'ordre F non-forcement equivalent a iS*^ ' '^, le tenseur de 
Kronecker generalise. 
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polynome Xgi/o — xlyi — xly2, de telle sorte que les variables de Grassmann generalisees 
apparaissant soient susceptibles de decrire les degres de liberte (infinis) de spin? Comme 
etape ulterieure dans la comprehension, on pourrait vouloir definir un modele de Wess- 



Zumino. Comme point de depart, on pent prendre les lagrangiens proposes dans ||124|, |125 



ou eventuellement I'equation ( |3.1.33| ) apres avoir montre sa correspondance avec un anyon. 
On pent egalement se poser la question suivante: est-il possible de jauger la FSUSY en 3D, 
et de definir des representations non-massives de ( p.3.1| ), ( p.3.8| ) et ( p.3.11| )? Et a plus long 
terme, on pent s'interroger sur la pertinence d'un tel formalisme et de ses relations avec la 
physique a 3 dimensions. 



Pour conclure cette etude generale de la FSUSY en dimension 1, 2, 3, il serait interessant 
de relier ces resultats a ceux de |^ oii il a ete montre que la FSUSY en dimension 1 est un cas 
particulier de la ligne quantique. II serait egalement interessant de construire un formalisme 
general, analogue aux algebres de Lie graduees, adapte pour F arbitraire. 
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Conclusion 



Nous avons montre, tout au long de ce travail, comment une classe particuliere d'extensions 
d'algebres de Clifford et de Grassmann permettait de munir naturellement une structure non- 
commutative d'une differentielle ou, ce qui revient au meme, de definir des g— oscillateurs. 
Profitant des proprietes specifiques des espaces de dimension un, deux ou trois, nous avons 
construit une extension non-triviale des theories supersymetriques. Celles-ci ont ensuite 
engendre une theorie des champs appropriee. Pour chacune des dimensions considerees 
{D = 1,2,3), nous avons mis en avant une serie de problemes non resolus, ce qui nous 
a conduit a envisager un certain nombre de perspectives. 

Mentionnons celles qui nous paraissent les plus prometteuses. Devant la richesse des 
theories conformes, une connexion de la FSUSY, dans sa presente version ou pas, avec les 
systemes integrables, nous semble riche de perspectives. Par ailleurs, en marge des theories 
sur les g— oscillateurs, s'est developpee I'etude des statistiques g— deformees. Devant la pro- 
fonde similitude des relations de g— mutation entre les oscillateurs et de celles proposees par 



Greenberg pour les quons |8^, on pent envisager une etude de la FSUSY en relation avec 
ce nouveau type de statistique. II serait egalement interessant de pouvoir relier la FSUSY 
en dimension 1 et 3, en relation avec une approche basee sur la theorie des groupes pour 
la description des etats de spin fractionnaire ou les anyons. A plus long terme, on pourrait 
etudier les relations de la FSUSY avec la physique en 3d. Tout au long de cette etude sur 
les algebres de Clifford et la FSUSY, nous avons pergu des points communs avec les groupes 
quantiques, resultats qui ont ete renforces par les travaux de Azcarraga et al |9^. II serait 
peut-etre souhaitable d'envisager une approche de la FSUSY sous Tangle des groupes quan- 
tiques, de fagon a degager une assise et un eclairage different (et unitaire ?). Au cours du 
dernier chapitre, on a releve deux problemes, resolus partiellement et certainement correles: 
celui du statut des generateurs et de la construction d'une theorie invariante locale. En effet, 
bien que I'algebre fondamentale n'admette pas de generateurs de toutes les graduations, ce 
n'est pas le cas au niveau de ses representations, oil les champs de toutes les graduations 
sont presents. Cette particularite a complique quelque pen la construction d'une theorie 
presentant une invariance locale; il serait vivement souhaitable d'etudier I'extension aux 
structures non-quadratiques des methodes conduisant a des symetries locales. 
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La structure algebrique de la FSUSY est principalement basee sur des crochets symetri- 
ques d'ordre F se refermant sur des champs bosoniques, structure presentant des simihtudes 
avec la definition de I'algebre de Clifford d'un polynome (voir eq. (|1.1.4| )). Or nous avons, 
par le biais de representations non-fideles, remplace, pour I'etude de I'algebre de Clifford 
d'un polynome, les relations de fermeture d'ordre F par des relations quadratiques. Si on 
applique le meme raisonnement a (|3.3.11|) , on pourrait d'une part, definir des operateurs de 
toutes les graduations, et d'autre part, introduire des relations de commutation analogues a 
celles etablies pour les algebres de Lie generalisees et de ce fait, on pourrait alors etudier 
les relations entre la FSUSY et les resultats de Wills Toro |l93 |. 

L'approche que nous avons suivie est tres specifique car nous avons considere une represen- 
tation non-fidele d'un polynome particulier {x^~^y). A la difference des theories quadra- 
tiques oil les polynomes sont tons equivalents, des que le degre est superieur a deux, ce 
n'est plus le cas. On pent done se demander si, a chaque famille de polynomes et pour 
chaque representation de son algebre de Clifford associee, on pent construire une extension 
differente des theories supersymetriques. A titre d'illustration, la parasupersymetrie ou 



les considerations des references ||9^ sont basees sur d'autres representations de I'algebre 
n— exterieure que les variables de Grassmann generalisees. II semble done qu'une classifi- 
cation des diverses families de polynomes, et des representations de son algebre de Clifford 
associee, permettrait de mettre un peu d'ordre dans les extensions de SUSY envisagees. A cet 



egard, mentionnons les travaux de Durand oii une connexion entre les theories FSUSY 
et FSUSY est mise en evidence. 

On voit done que d'un point de vue mathematique et physique, I'etude des theories 
FSUSY, ou de ses homologues, est riche de perspectives, et que ceci permettra d'elucider un 
certain nombre de problemes fondamentaux qui ne sont toujours pas resolus. 



Bibliography 



[1] N. Roby, C. R. Acad. Sc. Paris 268 (1969) 484. 

[2] Ph. Revoy, C. R. Acad. Sc. Paris 284 (1977) 985. 

[3] L. N. Childs, Lin. and Mult. Alg. 5 (1978) 267. 

[4] Ph. Revoy, Commun. in Alg. 11 (1983) 1877. 

[5] D. H. Haile, Amer. J. Math. 106 (1984) 1269. 

[6] M. Van den Bergh, J. Alg. 109 (1987) 172. 

[7] D. H. Haile et S. Tesser, J. Alg. 116 (1988) 372. 

[8] Ph. Revoy, Adv. Appl. Cliff. Alg. 3 (1993) 39. 

[9] N. Heerema, Duke Math. J. 21 (1954) 423. 
[10] N. Roby, Bull. Sc. Math. 94 (1970) 49. 
[11] Ph. Revoy, J. Alg. 46 (1977) 268. 

[12] N. Fleury et M. Rausch de Traubenberg, J. Math. Phys. 33 (1992) 3556; N. Fleury et 
M. Rausch de Traubenberg, Adv. Appl. Chff. Alg. 4 (1994) 123. 

[13] K. Morinaga et T. Nono, J. of Sc. of Hiroshima Univ. Ser. A16 (1952) 13. 

[14] K. Yamazaki, J. Fac. Tokyo Sect. 1 10 (1964) 147. 

[15] A. O. Morris, Quart. J. Math., Oxford 18 (1967) 7; A. O. Morris, Quart. J. Math., 
Oxford 19 (1968) 289. 

[16] I. Popovici et C. Gheorghe, C.R. Acad. Sc. Paris 262 (1966) 682; I. Popovici et 
C. Gheorghe, Rev. Roum. Math. Pures et Appl.ll (1966) 989. 

[17] E. Thomas, Glasgow Math. J. 15 (1974) 74; F. W. Long, J. London Math. Soc. 2 (1976) 
438. 

[18] A. K. Kwasniewski, J. Math. Phys. 26 (1985) 2234. 

[19] Edite par A. Ramakrishnan, Proceedings of the Conference on Clifford Algebra, its Cen- 
eralization an Application ( Mathscience, Madras, 1971). 

[20] M. F. Atiyah, R. Bott et A. Shapiro, Topology 3, Suppl. 1 (1964) 3. 



100 



BIBLIOGRAPHY 



[21] R. Brauer et H. Weyl, Am. J. Math. 57 (1937) 425. 

[22] M. Omote et S. Kamefuchi, Lett. Nuovo Cim. 24 (1979) 345. 

[23] H. S. Green, Phys. Rev. 90 (1952) 270. 

[24] Y. Onuki et S. Kamefuchi, Quantum Field Theory and Parastatistics (Spinger Verlag, 
1982). 

[25] R J. McCarthy, Lett. Math. Phys. 4 (1980) 39. 

[26] A. Ramakrishnan, L-matrix Theory or Grammar of Dirac Matrices (Tata McGraw-Hill, 
New-Delhi, 1972). 

[27] N. Fleury, M. Rausch de Traubenberg et R. M. Yamaleev, J. Math.Anal. and Appl. 180 
(1993) 431. 

[28] N. Fleury, M. Rausch de Traubenberg et R. M. Yamaleev, J. Math. Anal, and Appl. 
191 (1995) 118. 

[29] J. L. Gervais, Phys. Lett. B201 (1988) 306. 

[30] A. Ederlyi, Higher Transcendental Functions, pp. 212-217 (McGraw-Hill, New- York 
1966). 

[31] Jan G. Mikusinski, Ann. Soc. Polon Math. 21 (1948) 46; M. Theodore Oniga, C. R. 
Acad. Sci. 227 (1948) 1138; M. L. Bruwier, Mathesis 58 (1949) 216. 

[32] M. L. Bruwier, Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 18 (1949) 169. 

[33] F. Brackx, R. Delanghe et F. Sommcn, Clifford Analysis, Recherches, notes in Mathe- 
matics, vol. 76 (Pitman, Boston, 1982). 

[34] A. K. Kwasniewski, Rep. Math. Phys. 22 (1985) 133. 

[35] J. Horvath, Contributions to Differential Equations 1 (1960) 39. 

[36] B. Chabat, Introduction a I'analyse complexe, tome 2 (ed. Mir Moscou 1990). 

[37] C. Itzykson ct J. M. Drouffc. Theorie Statistiques des Champs (Savoirs Actuels, In- 
tereditions du CNRS, Paris, 1989). 

[38] M. B. Green, J. H. Schwarz et E. Witten, Superstring Theory (Cambridge Univ. Press., 
London/New- York, 1987). 

[39] V. Tapia, Int. J. Mod. Phys. D2 (1993) 413. 

[40] N. Fleury, M. Rausch de Traubenberg et R. M. Yamaleev, Int. J. Theor. Phys. 32 (1993) 
503. 

[41] D. Finkelstein, Phys. Rev. Lett. 56 (1986) 1532; D. Finkelstein, S. R. Finkelstein, C. 
Holm, Int. J. Theor.Phys. 25 (1986) 441. 

[42] M. J. Duff, B. E. . Nilsson et C. N. Pope, Phys. Rep. 131 (1986) 1. 



BIBLIOGRAPHY 



101 



[43] H. Weyl, The Theory of Groups and Quantum Mechanics (Reimprimer par Dover, New 
York, 1950) pp.272-280. 

J. Schwinger, Proc. Nat. Acad, of Sc. 46 (1960) 570. 

T. S. Santhanam et A. R. Tekumalla, Found. Phys. 6 (1976) 583; R. Jagannathan et 
T. S. Santhanam, Int. J. Theor. Phys. 20 (1981) 755. 

A. K. Kwasniewski, J. Phys. A19 (1986) 1469. 

N. Fleury, M. Rausch de Traubenberg et R. M. Yamaleev, Adv. AppL Chff. Alg. 3 
(1993) 7. 

J. Wess et J. Bagger, Supersymmetry and Supergravity, (Princeton Series in Physics, 
Princeton Univ. Press 1983, Princeton, New- York); P. West, Introduction to Supersym- 
metry and Supergravity (World Scientific, 1986, Singapore). 

V. Kac, Func. Anal. 9 (1975) 263; V. Kac, Comm. Math. Phys. 53 (1977) 31; W. Nahm, 
M. Scheunert, J. Math. Phys. 17 (1976) 868. 

A. O. Barut et R. Raczka, Theory of Group Representation and Applications (World 
Scientific, Sigapore, 1986). 

A. Nowicki, Fortschr. Phys. 34 (1986) 649. 

L. Baulieu et E. G. Floratos, Phys. Lett. B258 (1991) 171. 

A. T. Filipov, A. P. Isaev et A. B. Kurdikov, Mod. Phys. Lett. A7 (1992) 2129; A. T. Fil- 
ippov, A. P. Isaev et A. B. Kurdikov, Theor. Math. Phys. 94 (1993) 150. 

L. C. Biedenharn, J. Phys. A22 (1989) L873; A. J. Macfarlane, J. Phys. A22 (1989) 
4581. 

J. Fuchs, Affine Lie Algebras, Quantum Groups: an introduction with applications in 
conformal field theory (Cambdridge Univ. Press., Cambridge, 1992). 

V. Rittenberg et D. Wyler, Nucl. Phys. B139 (1978) 189; M. Scheunert, J. Math. Phys. 
20 (1979) 712. 

M. Rausch de Traubenberg, Adv. Appl. Cliff. Alg. 4 (1994) 131. 
C. Ahn, D. Bernard and A. Leclair, Nucl. Phys. B346 (1990) 409. 
S. Durand, Mod. Phys. Lett AT (1992) 2905. 

J. L. Matheus-Valle and Marco A. R. Monteiro, Mod. Phys. Lett. A7 (1992) 3023. 

J. A. de Azcarraga and A. J. Macfarlane, J. Math .Phys. 37 (1996) 1115. 

N. Fleury and M. Rausch de Traubenberg, Mod. Phys. Lett. All (1996) 899. 

A. Perez, M. Rausch de Traubenberg and P. Simon, Nucl. Phys. B 482 (1996) 325. 

M. Rausch de Traubenberg and P. Simon, accepte pour publication par Nucl. Phys. B, 
|hep-th/9606188| . 



102 



BIBLIOGRAPHY 



65 
66 

67 



68 



S. Durand, Mod. Phys. Lett A8 (1993) 2323. 

N. Debergh, J. Phys. A26 (1993) 7219; N. Mohammedi, Mod. Phys. Lett. AID (1995) 
1287; L. P. Colatto and J. L. Matheus-Valle, J. Math. Phys. 37 (1996) 6121. 

J. L. Matheus-Valle and Marco A. R. Monteiro, Phys. Lett. B300 (1993) 66; E. H. Saidi, 
M. B. Sedra and J. Zerouaoui, Class, and Quantum Grav. 12 (1995) 1567; E. H. Saidi, 
M. B. Sedra and J. Zerouaoui, preprint IC/94/131, Trieste; A. Kadiri, E. H. Saidi, 
M. B. Sedra and J. Zerouaoui, preprint IC/94/216, Trieste. 



M. Rausch de Traubenberg et M. Slupinski, Mod. Phys. Lett. A12 (1997) 3051, |iep^ 



th/9609203 . 



69] V. G. Drinfel'd, Proc. Int. Cong, of Mathematicians (MSRI, Berkley 1986). 

70] C. Zachos, Proc. Conf. on Deformation Theory of Algebras and Quantization with Ap- 
plications to Physics, Contemporary Mathematics, AMS 1991, J. Stasheff et M. Ger- 
stenhaber (ed.). 

711 Won-Sang Chung, J. Math. Phys. 35 (1994) 2497. 

721 E. Ahmed, N. Mohammedi et S. .S. Al-Mahdy, Phys. Lett. A183 (1993) 277. 
731 E. G. Floratos, J. Phys. A24 (1991) 4739. 
741 M. Chaichain et P. Kulish, Phys. Lett. B234 (1990) 72. 

751 R- Parthasarathy et K. S. Viswanathan, J. Phys. A24 (1991) 613; J. Beckers et N. 
Debergh, J. Phys. A24 (1991) L1277. 

761 R. W. Gray et C. A. Nelson, J. Phys. A23 (1990) L945. 

771 P. P. Kuhsh et E. V. Damaskinsky, J. Phys. A23 (1990) L415. 

781 M. Chaichian, P. Kuhsh et J. Lukierski, Phys. Lett. B262 (1991) 43. 

791 B. D. Fairlie et C. K. Zachos, Phys. Lett. B256 (1991) 43. 

801 Chaichian, A. P. Isaev, J. Lukierski, Z. Popowicz et P. Presnajder, Phys. Lett. B262 
(1991) 32. 

11 R. Floreanini, V. P. Spiridonov et L. Vinet, Commun. Math. Phys. 137 (1991) 149. 

821 N. Fleury et M. Rausch de Traubenberg, dans Leite Lopes Festschrift (World Scientific, 
Singapore, 1988). 

831 M. Chaichian et A. P. Demichev, Phys. Lett. B320 (1993) 273. 

841 J. Wess et B. Zumino, Nucl. Phys. (Proc. Suppl.) 18B (1990) 302. 

851 W. Pusz et S. L. Woronowicz, Rep. Math. Phys. 27 (1989) 231; W. Pusz, Rep. Math. 
Phys. 27 (1989) 349. 

[861 M. Jimbo, Int. J. Mod. Phys. A4 (1989) 3759. 



BIBLIOGRAPHY 



103 



[87] O. W. Greenberg, Phys. Rev. D43 (1991) 4111; R. N Mohapatra, Phys. Lett. B242 
(1990) 407. 

[88] M. Chaichian, R. Gonzalez Felipe et C. Montonen, J. Phys. A26 (1993) 4017. 

[89] F. A. Berezin, Introduction to Supemnalysis (edite par A. A. Kirillov, D. Reidel pub. 
Cie, Dordrecht, Boston, Lancaster, Tokyo, 1987). 

[90] S. Coleman and J. Mandula, Phys. Rev. 159 (1967) 1251. 

[91] R. Haag, J. T. Lopuszanski and M. Sohnius, Nucl. Phys. B88 (1975) 257. 

[92] O. Ogievetskii, W. B. Schmidke, J . Wess, B. Zumino, Commun. Math. Phys. 150 
(1992) 495. 

[93] L. A. Wills Toro, J . Math. Phys. 36 (1995) 2085; L. A. Wills Toro, {I,q)-Graded 
Superspace Formalism For a (^4 ® Z4) Graded Extension of the Poincare Algebra, 
preprint CERN-TH-7505-94. 

[94] R. Kerner, J. Math. Phys. 33 (1992) 403; R. Kerner, Class, and Quantum Grav. 9 
(1992) S137; V. Abramov, R. Kerner, B. Le Roy, J. Math. Phys. 38 (1997) 1650. 

[95] V. A. Rubakov et V. P. Spiridonov Mod. Phys. Lett. A3 (1988) 1337; J. Beckers et 
N. Debergh Mod. Phys. Lett. A4 (1989) 1209; S. Durand, R. Floreanini, M. Mayrand 
et L. Vinet Phys. Lett. B233 (1989) 158; A. Khare, J. Phys. A25(1992) L749; N. Fleury, 
M. Rausch de Traubenberg et R. M. Yamaleev, Int. J. Mod. Phys. AlO (1995) 1269. 

[96] G. P. Korchemsky, Int. J. Mod. Phys. A7 (1992) 3493. 

[97] J. Beckers et N. Debergh, Int. J. Mod. Phys. A8 (1993) 5041. 

[98] R. S. Dunne, A. J. Macfarlane, J. A. de Azcarraga and J. C. Perez Bueno, [hep- 
I th/ 96072201 , Phys.Lett. B387 (1996) 294; J. A. de Azcarraga, R. S. Dunne, A. J. Mac- 
farlane, J. C. Perez Bueno, Czech. J. Phys. 46 (1996) 1235; R. S. Dunne, A. J. Mac- 
farlane, J. A. de Azcarraga and J. C. Perez Bueno, Czech. J. Phys. 46 (1996) 1235; 
R. S. Dunne, A. J. Macfarlane, J. A. Azcarraga et J. C. Perez Bueno, Int. J. Mod. 
Phys. A12 (1997) 3275. 

[99] S. Durand, Phys. Lett. B312 (1993) 115. 

[100] E. Witten, Nucl. Phys. B188 (1981) 513. 

[101] J. Leinaas and J. Myrheim, Nuovo Cim. 37B (1977) 1. 

[102] P. Goddard et D. Olive, Int. J. Mod. Phys Al (1986) 303. 

[103] L. Brink, S. Deser, B. Zumino, P. Di Vecchia and P. Howe, Phys. Lett. 64B (1976) 
435; L. Brink, P. Di Vecchia and P. Howe, Nucl. Phys. B118 (1977) 76. 

[104] R. Casalbuoni, Phys. Lett. 62B (1976) 49; R. Casalbuoni, Nuovo Cimento 33A (1976) 
389; F. A. Berezin and M. S. Marinov, Ann. Phys. 104 (1977) 336; M. Henneaux and 
C. Teitelboim, Ann. Phys. 143 (1982) 127; V. Y. Fainberg and A. V. Marshakov, Nucl. 
Phys. B306 (1988) 659; J. C. Henty, P. S. Howe and P. K. Townsend, Class, and 
Quantum Grav. 5 (1988) 807. 



104 



BIBLIOGRAPHY 



[105 
[106 

[107 
[108 

[109 
[110 
[111 

[112 

[113 
[114 

[115 
[116 

[117 

[118 
[119 

[120 

[121 

[122 
[123; 
[124 



P. Howe, S. Penati, M. Pernici and P. Townsend, Phys. Lett B215 (1988) 555. 

A. P. Balachandran, P. Salomonson, B.-S. Skagcrstam and J.-O. Winnbcrg, Phys. Rev. 
D15 (1977) 2308; A. Barducci, R. Casalbuoni and L. Lusanna, Nucl. Phys. B124 (1977) 
521. 

A. M. Polyakoy , Gauge Fields and Strings, Harwood, 1987; Z. Bern and D. A. Kosower, 
NucL Phys. B379 (1992) 451; M. J. Strassler, Nucl. Phys. B385 (1992) 145. 

M. G. Schmidt and C. Schubert, Phys. Lett. B318 (1993) 438; D. Fhegner, M. G. 
Schmidt and C. Schubert, Z. Phys. C64 (1994) 111; M. G. Schmidt and C. Schubert, 
Phys.Lett. B331 (1994) 69. 

V. K. Kac et A. K. Raina, Highest Weight Representation of Infinite Dimensional Lie 
Algebras, (World Scientific, Sigapore, 1987). 

M. Rausch de Traubenberg, M. G. Schmidt et C. Schubert, A Note on ID Supergravity, 
en preparation. 

P. M. A. Dirac, Lecture on Quantum mechanics (Belfer Graduate School of Science, 
Yeshiva University, 1964). 

R. P. Malik, Phys. Lett. B316 (1993) 257. 

A. A. Belavin, A. M. Polyakov et A. B. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B241 (1984) 333. 

D. Friedan, Z. Qiu et S. Shenker, Phys. Rev. Lett. 52 (1984) 1575; D. Friedan, Z. Qiu 
et S. Shenker, Phys. Lett. 151B (1985) 37. 

A. B. Zamolodchikov et V. A. Fateev, Sov. Phys. J. E. T. P. 62 (1985) 215. 

D. Kastor, E. Martinec et Z. Qiu, Phys. Lett. B200 (1988) 434; J. Bagger, 
D. Nemeschansky et S. Yankielowicz, Phys. Rev. 60 (1988) 389; F. Ravianini, Mod. 
Phys. Lett. A3 (1988) 397. 

Philip C. Argyres, James M. Grochocinski et S. -H. Henry Tye, Nucl. Phys. B367 
(1991) 217; Philip C. Argyres, James M. Grochocinski et S. -H. Henry Tye, Nucl. Phys. 
B391 (1993) 409. 

P. Goddard, A. Kent and D. Olive, Phys. Lett. 152B (1985) 88. 

A. M. Polyakov, Phys. Lett. 103B (1981) 207; A. M. Polyakov, Phys. Lett. 103B 
(1981) 211. 

D. Zagier, Commun. Math. Phys. 147 (1992) 199; S. Stanciu, Commun. Math. Phys. 
147 (1992) 221. 

T. Nakanishi, Mod. Phys. Lett. A3 (1988) 1507; T. Nakanishi, Progress Theor. Phys. 
82 (1989) 207. 

B. Binegar, J. Math. Phys. 23 (1982) 1511. 
J. Schonfeld, Nucl. Phys. B185 (1981) 157. 

R. Jackiw et Y. P. Nair, Phys. Rev. D43 (1991) 1933. 



BIBLIOGRAPHY 



105 



[125] M. S. Plyushchay, Phys. Lett. B262 (1991) 71; M. S. Plyushchay, Nucl. Phys. 
B362 (1991) 54; M. S. Plyushchay, Phys. Lett. B273 (1991) 250; J. L. Cortes and 
M. S. Plyushchay, Int. J. Mod. Phys. All (1996) 1427; M. S. Plyushchay, Phys. Lett. 
320 (1994) 91; J. L. Cortes and M. S. Plyushchay, J. Math. Phys. 35 (1994) 6049. 

[126] F. Wilczek, Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 1144; A. Lerda Anyons: Quantum Mechanics 
of Particles with Fractional Statistics (Springer, Berlin, 1992). 

[127] B. Wybourne, Classical Groups for Physicists, (Wiley, New- York, -1974) 

[128] S. Forte et T. Johcoeur, Nucl. Phys. B350 (1991) 589. 

[129] D. P. Sorokin et D. V. Volkov, Nucl. Phys. B409 (1993) 547. 

[130] S. Fcrrara and C. A. Savoy, Supergravity 81 p. 47, eds. S. Ferrara and J. .G Taylor, 
(Cambridge Univ. Press, Cambridge 1982); S. Ferrara, C. A. Savoy and B. Zumino, 
Phys. Lett. lOOB (1981) 393. 



